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摘 要: 通过对一类悬挂碰撞振动系统的建模，选择一个碰撞界面作为 Poincaré 映射的截面，利用解析法证明了悬挂

碰撞振动系统在适当参数下发生分岔与混沌的现象。对该系统分岔与混沌行为的研究，为工程实际中含间

隙机械系统的优化设计提供了依据。
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Abstract: A suspension and vibro－impact system with the mechanical model is considered in this paper． Motion differential e-
quation of the system is derived and Poincaré map is established numerically． Bifurcations and chaos of the system are investi-
gated by analytical method． The phenomenon of bifurcation and chaos in the proper parameters of the system are analyzed． It
is proved that some routes to chaos in the suspension and vibro－impact system are non－typical． It is possible to optimize the
parameters of practical system by investigation of bifurcation and chaos．
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1 引 言

机械动力系统的冲击振动通常是由内部或边界

上的间隙产生，即在零部件间或零部件与边界间的往

复碰撞冲击。对于这类含间隙系统
［1－3］

的理论研究

已引起国内外学者的普遍关注。文献［4］研究了碰

撞振动系统 Jacobian 矩阵有两个－1 特征值时的余维

二分岔，发现了周期 1、2 点的 Hopf 分岔现象，数值仿

真揭示了概周期运动经有限次环面倍化与伴随锁相

过渡到混沌响应的全局动力学行为。文献［5］分析

了一类两自由度碰撞振动系统存在周期倍化分岔和

Hopf 分岔，并简明地讨论了系统通向混沌的道路。
文献［6］研究了一类三自由度含间隙系统的周期分

岔和杈式分岔向混沌演化路径。
笔者建立了悬挂碰撞振动系统的力学模型和

Poincaré 映射，通过对系统周期运动的解析解的求

解，数值模拟了系统 Hopf 分岔和混沌的发展演化过

程。
2 力学模型及微分方程

图 1 是一个两自由度振动系统与固定约束发生

碰撞的力学模型。质量为 M1 和 M2 的质块分别由刚

度为 K1、K2 和 K3 的线性弹簧和阻尼系数为 C1、C2 和

C3 的线性阻尼器连接与支承，两个质块只作水平运

动，并分别受到简谐激振力 Pi = sin( ΩT+τ) ( i = 1，2 )

的作用。当质块 M1 的位移 X1( t) 等于间隙 B 时，质

块 M1 将于刚性约束 A 发生碰撞，改变速度方向后，

又以新的初值运动，然后再与约束 A 碰撞，如此反

复。假设力学模型中的阻尼是 Rayleigh 型比例阻尼，

碰撞过程由碰撞恢复系数 R 确定，碰撞持续时间略

去不计。

图 1 悬挂碰撞振动系统模型图

相邻两次碰撞之间( | X1 | ＜B) ，振动系统的无量

纲运动微分方程为:
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质块 M1 的冲击方程为:

x
·

1+ = －Rx
·

1－ ( x1 = b) ( 2)

在式( 1) 、( 2) 中，“ x
··

i”( i = 1，2) 表示振子 Mi 的

位移 xi 对无量纲时间 t 求两阶导数; “x
·

i”表示振子

Mi 的位移 xi 对无量纲时间 t 求一阶导数; x
·

1－，x
·

1+ 分

别表示质块 M1 与约束 A 碰撞前后的瞬时速度; 设 M1

≠0，K1≠0，C1≠0，其中无量纲量为:

μm = M2
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K1
，μk3 = K3

K1

μc2 = C2

C1
，μc3 = C3

C1
，μk2 = μc2

μk3 = μc3，t = T
K1

M1槡 ，ω = Ω
M1

K1槡
ξ = C1

2 K1M槡 1

，f20 = P2

P1 + P2

b = BK1

P1 + P2
，xi =

XiK1
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( i = 1，2) ( 3)

令 ψ 表示方程( 1) 的正则模态矩阵，ω1 和 ω2 表

示在无碰撞情况下振动系统的固有频率。取 ψ 为变

换矩阵，做如下的坐标变换:

X=ψξ ( 4)

将方程解耦为:

Iξ
··

+ Cξ
·
+ Λξ = F

－
sin( ωt + τ) ( 5)

式中: X= ( x1，x2 ) T ; ξ= ( ξ1，ξ2 ) T ; I 是一个 2×2 阶单位

矩阵，C 和 Λ 是 2 × 2 阶 对 角 矩 阵，C = diag［2ξω2
1，

2ξω2
2］; Λ = diag［ω2

1，ω2
2 ］; F

－
= ( f

－

1，f
－

2 ) Τ = ψTPk，Pk

= ( 1－f20，f20 ) T。通过模态叠加法可以得到方程 ( 1 )

的解。方程( 1) 的通解为:

xi( t) =∑
2

j = 1
ψij［e－η jt( ajcosωdj t + bjsinωdj t) +

Ajsin( ωt + τ) + Bjcos( ωt + τ) ］ ( 6)

x
·

i( t) =∑
2

j = 1
ψij{ e

－η jt［( bjωdj － η jaj ) cosωdj t －

( η j bj + ajωdj ) sinωdj t］+ Ajωcos( ωt + τ) －
Bjωsin( ωt + τ) } ，( i = 1，2) ( 7)

式中: ψij 是正则模态矩阵 ψ 的元素; η j = ξω
2
nj ; ωdj =

ω2
nj－η

2槡 j ; aj 和 bj 是积分常数，由振动系统的初始条

件和模态参数确定; Aj 和 Bj 为振幅常数，且:
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用 q= p /n 表示图 1 碰撞振动系统的周期运动; n

表示力周期数; p 表示碰撞振子 M1 与左右约束 A 的

碰撞次数。取 θ=ωt，选择 Poincaré 截面:

σ=
( x1，x'1，x2，x'2，θ) ∈R4 ×S

x= b，x1+ = x1{ }
构造悬挂碰撞振动系统的 Poincaré 映射:

X' = f( u，x) ( 10)

式中: u 为实数，u∈R1。

X = ( x
·

1+ ，x2，x
·

2，τ) T

X' = ( x
·

1+ '，x2 '，x
·

2 '，τ) T ( 11)

3 系统周期运动的分岔及混沌演化

选取悬挂碰撞振动系统的一组参数: ξ = 0． 0，μm

=3． 043728，μk2 = 1． 000008，μk3 = 1． 0，f20 = 0． 0，R = 0．
8，b=2． 4。特征值如图 2 所示，当 ω= 0． 52079 时，Ja-
cobi 矩阵的一对共轭特征值穿越单位圆周，剩下的特

征值滞留于单位圆内，满足 Hopf 分岔条件。

图 2 特征值图

图 3 为投影的 Poincaré 映射图。

图 3 投影的 Poincaré 映射图

取 σ = ( x1，x
·

1，x2，x
·

2，θ) ∈R4 ×S | x1 = b{ } 作 为

Poincaré 截面，当 ω＜ωc = 0． 52079 时系统具有稳定的

q=1 /1 周期运动，在 Poincaré 截面上生成 1 个 q=1 /1
不动点; 当 ω = 0． 52079 时，稳定的 q = 1 /1 周期运动

失稳发生 Hopf 分岔，在 Poincaré 截面上形成 1 个周
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期 q=1 /1 的吸引不变圈，如图 3 ( a) ; 分岔参数 ω 继

续减小，系统发生倍化分岔，在 Poincaré 截面图上形

成两个 q = 1 /1 吸引不变环，如图 3 ( b) ; 参数 ω 再次

减小，系统再次发生倍化分岔，在 Poincaré 截面上形

成 4 个 q= 1 /1 吸引不变环，如图 3 ( c) ; 参数 ω 继续

减小，进入混沌运动，如图 3( d) 。
选取悬挂碰撞振动系统的一组参数: μm = 6． 4，ξ

=0． 0，μk2 = 2． 0，μk3 = 2． 0，f20 = 0． 0，R = 0． 8，b = 3． 6。
特征值图 4 所示，当 ωc =0． 66826 时，Jacobi 矩阵的一

对共轭特征值横截单位圆周，剩下的特征值滞留于单

位圆内，满足 Hopf 分岔条件。

图 4 特征值图

图 5 投影的 Poincaré 映射图

取 σ = ( x1，x
·

1，x2，x
·

2，θ) ∈R4 ×Sx1 = b{ } 作 为

Poincaré 截面，当 ω＞ωc = 0． 66826 时系统具有稳定的

q=1 /1 周期运动，在 Poincaré 截面上生成 1 个 q=1 /1
不动点; 当 ω = 0． 66826 时，稳定的 q = 1 /1 周期运动

失稳发生 Hopf 分岔，在 Poincaré 截面上形成 1 个周

期 q=1 /1 的吸引不变圈，如图 5( a) ; 随着激励频率 ω
递增，q=1 /1 吸引不变圈开始失稳，吸引不变圈发生

变形，如图 5( b) ; 当激励频率 ω 递增，q = 1 /1 吸引不

变圈开始失稳，发生环面倍化分岔，生成 2 个 q = 1 /1
吸引不变圈，如图 5 ( c) ; 当激励频率 ω = 0． 679742
时，q = 1 /1 吸引不变圈失稳，发生二次环面倍化分

岔，形成 4 个 q=1 /1 吸引不变圈，如图 5 ( d) ; 当激励

频率 ω 不断递增，系统最终进入混沌运动，如图 5( e)

和( f) 。
4 结 论

( 1) 选择合理的系统参数，通过解析法，证明悬

挂碰撞振动系统中存在 Hopf 分岔。
( 2) 在悬挂碰撞振动系统中，由于间隙的存在，

系统的动力学特性有了本质的变化。含间隙约束系

统的稳态非线性解一般具有多值性，即对于相同参数

下的同一个激振频率，将可能有多个稳态解存在。
( 3) 悬挂碰撞振动系统的混沌控制最好参照论

文所提供的轨道，使设备工作在最佳状态。
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·信 息· 充气高压开关外壳国家标准发布实施

GB /T28819－2012《充气高压开关设备用铝合金外壳》国家标准，经国家质量监督检验检疫总局、国家标准

化管理委员会批准，于 2012 年 11 月 5 日正式发布，自 2013 年 2 月 1 日起实施。该标准是继《额定电压 72． 5kV
及以上刚性气体绝缘输电线路》之后，平高集团起草并发布实施的第二个国家标准。该标准的发布和实施，将

对高压开关设备外壳的设计、制造、试验及检验等方面提供强有力的技术依据，对高压开关装备制造业降低成

本，提高效率具有的深远意义。 ·本刊辑·
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