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基于弹性稳定约束的桁架臂顶节铰点布局优化研究
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摘要：运用铁摩辛柯弹性稳定性理论，将桁架臂结构简化成铁摩辛柯梁形式，并以最小屈曲储存应
变能为目标函数建立数学模型。针对该模型，在 ＭＡＴＬＡＢ环境下编制了优化分析程序，并运用改进的
遗传算法对桁架臂顶节铰点布局优化问题进行求解，然后对比分析桁架臂优化前后的稳定性，以确定该
数学模型是否合理。研究结果表明，优化模型是合理的，它为解决桁架臂顶节铰点布局方案优化问题提
供了一种新的更有效的途径。
关键词：桁架臂顶节铰点；布局优化；弹性稳定性；改进的遗传算法
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０　引言
桁架臂顶节铰点布局问题，是桁架类吊臂方

案设计的关键问题之一。其设计是否合理，直接
关系到桁架吊臂的受力是否合理［１］和整体的抗屈

曲能力大小，进而影响桁架类起重机整机的起重
性能。

目前，对桁架臂结构优化分析的方法主要有
以下三种：一是采用解析法［２］计算吊臂的强度及
稳定性，然后对计算结果进行筛选取优；二是运用

收稿日期：２０１１—１１—０３

有限单元法对桁架类结构进行尺寸及形状优

化［３］；三是运用 ＡＮＳＹＳ对空间桁架结构进行拓
扑优化设计［４］。这几种方法对桁架臂结构的研究
发挥了一定的作用，但均存在诸多不足：①桁架类
臂架结构复杂且工况繁多，很难通过解析法获得
最优化的结构形式；②有限元参数化建模困难，优
化过程繁琐，耗费大量计算成本；③拓扑优化思想
真正应用于工程实际尚有一定的距离，只停留在
研究探索阶段。
再者，结构铰点优化这类多变量优化设计问

题，是传统设计方法难以求解的问题之一［５－６］。文
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献［７］通过运用遗传算法，对结构工作装置铰点位
置进行了优化，但又仅局限于该特定结构铰点形
式的求解，对于桁架臂顶节铰点优化问题，该方法
不能完全适用。
铁摩辛柯弹性梁理论［８］是工程实际中求解实

心柱、组合柱以及“格子”柱压弯稳定性问题的经
典理论之一，广泛运用于轴向压弯臂架结构的稳
定性计算与分析。轴心压弯构件在横向载荷及端
部集中弯矩下将产生初始变形，轴向力除有压缩
作用外还将产生附件弯矩使构件产生更大变形，
工程上称之为“二次压弯效应”，而这种现象在工
程实际与研究中往往不应该被忽略。因此，本文
以铁摩辛柯弹性梁理论为依据建立优化模型。
桁架臂顶节铰点优化问题是多变量、多极值

点的约束非线性规划问题，常规的优化方法不易
得到最优解。遗传算法［９－１１］具有全局寻优的能
力，能够解决复杂的优化设计问题，在结构分析领
域中的应用越来越广泛。基于此，本文从工程实
际出发，以桁架臂顶节铰点位置为优化变量，以各
铰点坐标值上下边界及两铰点不产生干涉最小距

离为约束条件，以最小屈曲储存应变能为目标函
数建立数学模型，在 ＭＡＴＬＡＢ环境下编制了优
化分析程序，运用改进的遗传算法对优化问题进
行求解。

１　结构铰点布局优化模型的建立

桁架臂顶节铰点布局设计中，铰点的合理布
置可以改善桁架臂结构在起吊重物过程中的受力

性能，降低挠度，提高整体稳定性。
桁架臂铰点布局优化的关键是从工程复杂设

计问题中抽象建立起合理的优化数学模型。优化
数学模型的建立，不仅要考虑工程实际中各铰点
上各部件的安装状态，避免干涉，还应考虑整个顶
节的运输尺寸的要求。在此基础上，还要寻找适
合该问题的合理的目标函数。

１．１　桁架臂主要载荷的确定
桁架式吊臂采用动定滑轮实现重物升降动

作。作用在桁架臂上的载荷主要有起升载荷、自
重、拉索力以及风载荷等。桁架臂自重可视为沿
桁架臂长度方向均匀分布，按力矩平衡原理，也可
认为按重心位置分配至桁架臂根部铰点和顶端，
本文计算时采用后者。图１所示为桁架臂受力状
态，其中，ｅ１ 为桁架臂轴线到起升绳导向滑轮中
心的距离（拉索铰点与升绳导向滑轮中心重合）；

ｅ２ 为桁架臂轴线到起升定滑轮中心的距离；θ为
桁架臂仰角；θ１ 为拉索与桁架臂轴线的夹角；θ２

为起升钢丝绳与桁架臂轴线的夹角；Ｑ为起重量；

Ｔ１ 为拉索拉力；Ｔ２ 为起升绳拉力。

图１　 桁架臂受力简图

垂直方向载荷Ｑ０ 为

Ｑ０ ＝φ２Ｑ＋
１
２φ１Ｇ

（１）

式中，φ１ 为自重冲击系数；φ２ 为起升动载系数；Ｇ 为吊臂

自重。

桁架臂轴向载荷Ｓ为
Ｓ＝Ｑ０ｓｉｎθ＋Ｔ１ｃｏｓθ１＋Ｔ２ｃｏｓθ２ （２）

变幅平面内端部弯矩Ｍ０ 为

Ｍ０ ＝ －Ｑ０ｅ２ｓｉｎθ＋Ｔ１ｅ１ｃｏｓθ１＋Ｔ２（ｅ１＋ｒ）ｃｏｓθ２
（３）

式中，ｒ为导向滑轮半径。

由以上受力分析可知，起重桁架臂是以受压
为主的轴向压弯构件。理想情况下，桁架臂在顶
节处仅受轴向载荷，但实际情况下，需要考虑部件
的安装空间、工艺等要求，各铰点位置不能重合于
臂架轴线上，因此必然引起附加的弯矩。而合理
布置铰点位置，可最大限度地减小这种附加弯矩，
从而改善臂架受力。

１．２　 桁架臂结构截面惯性矩计算
对于图１所示的桁架臂臂架结构，需要计算

其任意截面惯性矩，才能进行力学模型的简化，其
简化方法如下：
对于不同结构形式的臂架结构（图２），任意

截面ｍ－ｎ惯性矩可由下式求得：

Ｉｘ ＝Ｉ１（
ｂ
ａ
）ｎ （４）

式中，Ｉ１为杆顶端截面惯性矩；ｎ为与形状有关的常数，对

于图２ｃ所示的结果取ｎ＝２。

１．３　 桁架臂力学模型简化
如图３所示，在变幅平面内（桁架臂绕根部铰

点转动的平面），将桁架臂模型简化成简支梁形
式，桁架臂受轴向载荷Ｓ、自重分量的均布载荷ｑ
以及端部弯矩Ｍ０ 的共同作用。

２４
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　　　（ａ） （ｂ） （ｃ）

图２　 不同结构形式臂架示意图

横向均布载荷ｑ大小为

ｑ＝
Ｇｃｏｓθ
ｌ

（５）

式中，ｌ为臂长名义尺寸，为桁架臂根部铰点与起升滑轮

铰点距离，一般设计为整数。

则桁架臂力学模型可以简化为图３所示的简支梁
结构形式。

图３　 桁架臂简化力学模型图

由铁摩辛柯弹性稳定性理论可推知下面两个

方程。
（１）由力偶引起的梁—柱压弯挠曲方程。如

图４所示，简支梁受轴向力Ｓ与端部力偶作用，则

ｙ向产生的位移ｙ１ 为

ｙ１ ＝
Ｍ０

Ｓ
（ｓｉｎｋｘ
ｓｉｎｋｌ－

ｘ
ｌ
） （６）

ｋ２ ＝
Ｓ
ＥＩ

式中，Ｅ 为弹性模量；Ｉ为截面惯性矩。

图４　 力偶引起的梁 — 柱弯曲图

（２）由均载引起的梁—柱压弯挠曲方程。如
图５所示，简支梁受轴向力Ｓ与均载ｑ作用，则ｙ
向产生的位移ｙ２ 为

ｙ２ ＝
ｑｌ４

１６ＥＩｕ４
（
ｃｏｓ（ｕ－

２ｕｘ
ｌ
）

ｃｏｓｕ －１）－
ｑｌ２

８ＥＩｕ２
ｘ（ｌ－ｘ）

（７）

ｕ＝
ｋｌ
２ ＝

ｌ
２

Ｓ
ＥＩ槡

则桁架臂实际挠曲方程为

ｙ＝ｙ１＋ｙ２ （８）

图５　 均载引起的梁 — 柱弯曲图

１．４　 能量法在铰点布局设计中的应用
在弹性材料体内，如果略去加载和卸载过程

中的能量损耗，外力所做的功在数值上就等于积
蓄在弹性材料体内的应变能。
对于一个结构单元，整体应变能高的时候，应力

会处于较高的状态。所以从宏观角度来看，变形以
及应力可以体现在结构整体或者单元的应变能上。
故本文中，以整体结构最小屈曲储存应变能这一量
化指标作为评判铰点布局设计合理性的标准。

１．５　 桁架顶节部铰点布局优化数学模型
以屈曲储存应变能最小为目标，以顶节铰点

位置上下限为约束，对桁架臂顶节铰点布局进行
优化设计。
桁架臂屈曲储存应变能方程：

Ｕ ＝
ＥＩ
２∫

ｌ

０
（ｄ
２　ｙ
ｄｘ２

）２ｄｘ （９）

如图６所示，以桁架臂轴线方向为ｘ′坐标，
过起升滑轮铰点且垂直于桁架臂轴线方向为ｙ′
坐标，建立局部坐标系。

图６　 顶节铰点位置可行域

可知，起升滑轮铰点坐标Ｐ１∈Ω１，拉索铰点
坐标Ｐ２ ∈Ω２。这里

Ω１ ＝ ｛（ｘ′ｑ，ｙ′ｑ）｜ｙ′ｑ１≤ｙ′ｑ≤ｙ′ｑ２｝

Ω２ ＝ ｛（ｘ′ｐ，ｙ′ｐ）｜ｘ′ｐ１≤ｘ′ｐ≤ｘ′ｐ２，ｙ′ｐ１≤ｙ′ｐ≤ｙ′ｐ２｝

式中，（ｘ′ｑ，ｙ′ｑ）为起升滑轮铰点坐标；（ｘ′ｐ，ｙ′ｐ）为拉索铰
点坐标；ｙ′ｑ１、ｙ′ｑ２为起升滑轮铰点ｙ坐标上下限，ｙ′ｑ１＝０；

ｘ′ｐ１、ｘ′ｐ２为拉索铰点ｘ′坐标上下限；ｙ′ｐ１、ｙ′ｐ２为拉索铰点

ｙ′坐标上下限，ｙ′ｐ１＝０。

且根据工程实际中安装等需要，两滑轮距离
要满足：

（ｘｐ －ｘｑ）２＋（ｙｐ －ｙｑ）槡 ２ ≥ｄ０ （１０）
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式中，ｄ０ 为两滑轮最小安装距离。

因此，该优化模型可最终表示为

ｍｉｎ　Ｕ ＝
ＥＩ
２∫

ｌ

０
（ｄ
２　ｙ
ｄｘ２

）２ｄｘ

ｓ．ｔ．　 （ｘ′ｐ－ｘ′ｑ）２＋（ｙ′ｐ－ｙ′ｑ）槡 ２ ≥ｄ０
ｘ′ｑ＝０，ｙ′ｑ１≤ｙ′ｑ≤０

ｘ′ｐ１≤ｘ′ｐ≤ｘ′ｐ２，０≤ｙ′ｐ≤ｙ′ｐ２

烍

烌

烎

（１１）

２　 桁架臂受力影响因素分析

桁架臂结构整体主要受起吊过程中工作工况

状态的不同以及各铰点位置的具体布置情况等影

响，集中体现于桁架臂实际所受轴向力及端部弯矩
的大小。因此，分析不同工况及顶节铰点位置的布
局对桁架臂轴向力及端部弯矩的影响，有利于确定
典型工况、探寻各铰点对桁架臂受力影响大小。

２．１　 桁架臂受力典型工况的选取
以某１５０ｔ桁架臂起重机为例，其顶节各铰点如

图６所示。该型号起重机顶节起升滑轮铰点坐标
与拉索铰点局部坐标分别为（０，ｙ′ｑ），（ｘ′ｐ，ｙ′ｐ）。其
数值大小为：ｙ′ｑ＝ －４７７ｍｍ；ｘ′ｐ＝ －２００ｍｍ，ｙ′ｐ＝
６０８ｍｍ。桁架臂轴向力Ｓ及端部弯矩Ｍ０ 随桁架

臂仰角θ及起重量Ｑ变化情况如图７所示。

（ａ）Ｓ随Ｑ 及θ变化趋势图

（ｂ）Ｍ０ 随Ｑ 及θ变化趋势图

图７　 桁架臂轴向力和端部弯矩变化趋势图

分析可知：① 该型号起重机最小臂架轴向力
及最小端部弯矩工况出现在桁架臂为仰角４５°左
右的时候；② 桁架臂轴向力及端部弯矩随起重量
的增加呈现非规律性变化。

因此，可选择几个不同角度、吊载不同起重量
工作工况作为典型工况，分别对其桁架顶节部铰

点位置布局进行优化，探寻其优化结果的不同。

２．２　 铰点位置对桁架臂受力影响分析
对于选定的典型工况，桁架臂轴向力Ｓ 与端

部弯矩Ｍ０ 随顶节各铰点位置坐标的不同呈现规

律性变化：
（１）由图８可知，在起升滑轮铰点坐标值确定

的情况下，轴向力及端部弯矩随拉索铰点纵坐标的
增加而递减，而随横坐标的增大先递增后递减。

（２）由图９可知，在拉索铰点坐标值确定的情
况下，起升滑轮铰点纵坐标值越大，其轴向力越
小，而端部弯矩值反而增大。

（ａ）Ｓ随拉索铰点（ｘ′ｐ，ｙ′ｐ）变化趋势图

（ｂ）Ｍ０ 随拉索铰点（ｘ′ｐ，ｘ′ｐ）变化趋势图

图８　 桁架臂轴向力和端部弯矩变化趋势图

（ａ）Ｓ随起升铰点（０，ｙ′ｑ）坐标变化趋势图

（ｂ）Ｍ０ 随起升铰点（０，ｙ′ｑ）坐标变化趋势图

图９　 桁架臂轴向力和端部弯矩变化趋势图
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由上述变化规律可知，桁架臂轴向力与端部
弯矩随顶节铰点位置坐标的变化呈现非严格递增

或递减趋势。优化问题最优解很可能不在边界处
得到，需要寻找合适的算法对可行域进行搜
索求得。

３　 优化问题的求解

３．１　 优化算法的选择
遗传算法具有全局寻优的能力，能够解决复

杂的优化设计问题。但常规的遗传算法容易陷入
局部最优，需要对其进行改进，下面介绍常见的改
进方法。

３．１．１　 自适应交叉和变异概率
遗传算法中交叉概率Ｐｃ和变异概率Ｐｍ 的

选择是影响遗传算法行为和性能的关键所在，直
接影响算法的收敛性。Ｐｃ过大，新个体产生的速
度过快，会导致遗传规模被破坏的可能性变大。
但如果Ｐｃ过小，会使搜索速度缓慢，甚至停滞不
前。对于变异概率Ｐｍ，如果Ｐｍ 过小，不易产生
新的个体；如果Ｐｍ 取值过大，遗传算法就变成了
纯粹的随机搜索算法。自适应遗传算法在保持群
体多样性的同时，能保证遗传算法的收敛性。经
过改进后的Ｐｃ和Ｐｍ 的计算表达式可参见文献

［１２］。

３．１．２　 小生境适应度共享函数
在标准遗传算法（ＳＧＡ）中，交配完全是随机

的，虽然这种随机化的杂交形式在寻优的初始阶
段保持了解的多样性，但在进化后期，大量个体集
中于某一极值点上，其后代就造成了近亲繁殖。
为避免上述现象的产生，常运用小生境适应

度共享函数代替原有的个体适应度值，其基本做
法如下：通过表征个体之间相似程度的共享函数
（表示群体中两个个体之间关系密切程度的函数）
来调整群体中各个体的适应度，从而在群体的进
化过程中，依据调整后的新适应度来进行选择操
作，以便维护群体的多样性，创造出小生境的进化
环境。共享函数的表达式参见文献［１３］。

３．１．３　 几种常见算法对比分析
依据上述改进方法，本文分别用标准遗传算

法（ＳＧＡ）、自适应遗传算法（ＡＧＡ）、小生境遗传
算法（ＮＳＧＡ）、自适应小生境遗传算法（ＮＡＧＡ）
求解铰点优化问题，优化目标函数为臂架强度应
力公式，其优化结果如表１所示，优化图解如图１０
所示。

　　 结果表明：①ＮＳＧＡ、ＮＡＧＡ优化结果优于

ＳＧＡ、ＡＧＡ 优化结果，但计算效率较之更低；

②ＮＡＧＡ优化效率强于ＮＳＧＡ优化结果，收敛性
更强。

表１　 四种优化算法优化结果对比

优化

结果

标准遗传

ＳＧＡ

自适应遗传

ＡＧＡ

小生境遗传

ＮＳＧＡ

自适应小生境

遗传ＮＡＧＡ
（ｘ′ｐ，ｙ′ｐ）

（ｍｍ）

（６６０．４１，

５３６．４９）

（５７０．１８，

３９７．２８）

（－８７５．３５，

２６５．７２）

（－８７５．３５，

２０８．０５）

ｘ′ｑ（ｍｍ） －１３０．５１ －１４９．６５ －１８０．０１ －１３９．７１
强度（ＭＰａ） ２７０．１８　 ２５２．４５　 ２３１．９５　 ２３１．１６
进化代数 １８　 １３　 １４９　 ６１
运行时间

（ｓ）
２．０７　 １．７１　 ４２．２９　 ２６．５７

图１０　 四种优化算法优化图解

　　 考虑到工程实际要求，本文选取自适应小生
境遗传算法为本文的最终优化算法，其优化结果
更好、收敛性更强，计算效率也能满足要求。

３．２　 问题求解
以某１５０ｔ桁架臂起重机为例，选取该起重机

典型工况如表２所示。基于自适应小生境遗传算
法进行优化设计，取群体大小为２００，交叉概
率Ｐｃ＝０．８，变异概率Ｐｍ＝０．０８，基因型与表现
型Ｎｉｃｈｅ半径分别取σｒ１＝３，σｒ２＝０．００５。

表２　１５０ｔ桁架臂起重机典型工况

工况号 臂长（ｍ） 幅度（ｍ） 起重量（ｋＮ）

１　 １８　 ７　 １２４５
２　 ４５　 ２０　 ２６２
３　 ６６　 ５８．８　 ２９

　　 针对表２中工况，在 ＭＡＴＬＡＢ中编写遗传
算法求解优化问题，优化结果如表３所示。

表３　 三种典型工况下最优解

工况号 各项指标 优化前 优化后

１

（ｘ′ｐ，ｙ′ｐ）（ｍｍ） （－２００，６０８） （－１０００，１６０）

ｘ′ｑ（ｍｍ） －４７７ －１０７
应变能（ｋＪ） ２２．９８　 １３．３３

２

（ｘ′ｐ，ｙ′ｐ）（ｍｍ） （－２００，６０８） （－１０００，４３）

ｘ′ｑ（ｍｍ） －４７７ －１２６
应变能（ＭＪ） ４．１０　 ０．９８６

３

（ｘ′ｐ，ｙ′ｐ）（ｍｍ） （－２００，６０８） （０，８）

ｘ′ｑ（ｍｍ） －４７７ －３６４
应变能（ＭＪ） １９．３　 １１．８

　　 由表３可知：优化后臂架结构整体应变能较
之前得以大大降低，优化后臂架结构总体应变能
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处于较低能级状态；铰点位置最优解随工况的变
化而变化。
工程实际中，可根据需要选取关键性的代表

性工况进行优化问题求解（例如，臂架结构对于工
况１有较高要求，则优化目标函数可选择为该工
况下其整体应变能），也可以选择多个典型工况以
各个工况应变能的加权之和为目标函数进行求解

（例如，臂架结构对于工况１、工况２、工况３均有
较高要求，则优化目标函数可选择为三种工况下
其整体应变能的加权之和）。

（ａ）工况１

（ｂ）工况２

（ｃ）工况３
图１１　三种典型工况下最优图解

４　优化结果对比分析

针对上述优化结果，分析比较吊臂整体稳定
性。具体表达式参见文献［１４］。由此计算出的轴
向力、弯矩及整体稳定性应力的对比如表４所示。

表４　优化前后桁架臂整体稳定性应力对比

工况号 各项指标 优化前 优化后

１

轴向力（ＭＮ） ２．０６　 １．５９
弯矩（ｋＮ·ｍ） －４１．５２　 １．０９×１０－７

稳定性应力（ＭＰａ） ２４３．９２　 １８４．１０

２

轴向力（ＭＮ） １．０２　 １．０１
弯矩（ｋＮ·ｍ） ３．２１×１０２ －１．６３×１０－５

稳定性应力（ＭＰａ） １５６．７１　 １１６．４９

３

轴向力（ＭＮ） ０．６８６　 ０．６８６
弯矩（ｋＮ·ｍ） ３．６９×１０２ －２．５５×１０－５

稳定性应力（ＭＰａ） １２２．９５　 ７９．４２

　　优化前后结果对比分析表明：优化后桁架臂
整体稳定性得到改善，轴向力减小，端部弯矩大幅
降低。

５　结论

（１）将铁摩辛柯弹性梁理论运用于铰点优化
设计过程中，通过实际算例验证，在优化结果上取
得了满意的表现。

（２）提出了以顶节铰点位置坐标上下限及铰
点距离大小为约束条件，以结构整体最小屈曲储
存应变能为目标函数的数学模型，优化结果分析
表明其合理性。

（３）通过将遗传算法应用于铰点位置布局优
化当中，并运用自适应小生境的思想对其进行改
进，求解工程实际中的结构组合优化问题。

（４）该方法除可以应用于桁架臂结构铰点布
局优化，还可以为其他形式细长梁铰点布局提供
设计依据。
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