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摘 要: 为了改善传统离散 Gabor 变换的时频分辨率，降低离散 Gabor 变换计算的复杂性，提出了一种基于多高

斯窗的实值离散 Gabor 变换分析窗的快速求解算法。对多高斯窗下离散 Gabor 变换双正交关系式进行了简化，

给出了分析窗组的代数方程表达式。该算法相对于多高斯 Gabor 展开的计算复杂度明显降低，仿真实验的结果

也证明了该算法的有效性。
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Abstract: In order to improve the joint time-frequency resolution of the traditional discrete Gabor transform，and decrease
computational complexity limits its practical application，this paper proposed a fast algorithm to computing the analysis window
of real discrete Gabor transforms based on multi-Gaussian window，which could simplify the calculation process of the discrete
Gabor transforms． It gave the discrete multi-Gabor expansion based on original bi-orthogonal function． The computational load
of the proposed algorithm is far less than the discrete multi-Gabor algorithm． Experimental results also show the effectiveness of
the proposed algorithm．
Key words: real-valued discrete Gabor transform; discrete multi-Gabor expansion( DMGE) ; time-frequency signal analysis
resolution; original bi-orthogonal

Gabor 变换是重要的时频分析方法之一，其重要特点在于

Gabor 变换系数揭示了信号在时域与频域的局部化特性［1］。
Gabor 变换的这个优点已被用于非平稳信号的时频分析、信号

检测、图像压缩与识别以及线性时变系统建模等方面［2］。传

统复值离散 Gabor 变换是单窗的，受限于固定的时频分辨率这

一缺点。为了改善传统离散 Gabor 变换时频分辨率，国外学者

提出了基于框架理论的多 Gabor 展开( DMGE) ［3，4］，但其计算

复杂度高; 基于离散余弦变换和离散 Hartley 变换的实值离散

Gabor 变换的快速算法［5，6］，其变换系数与复值离散 Gabor 变

换系数的实部和虚部有着非常简单的加减关系，可大大减少复

值离散 Gabor 变换系数计算量; 在重构信号实现的限制条件下

采用固定分析窗和综合窗的 Gabor 变换同样计算量复杂［7］; 利

用 Gabor 的局部特征尺度进行特征提取［8］和目标识别［9］同样

存在计算复杂度的问题。本文在文献［3］提出的离散多 Gabor
展开和文献［5］提出的快速算法基础上，提出辅助双正交多高

斯窗的实值离散 Gabor 变换及其快速求解算法。

1 离散 Gabor 变换

设 x( k) 为一个有限长或经过周期扩展的时间序列，其周

期为 L。传统的单窗离散 Gabor 展开式定义为［1］

x( k) = ∑
M － 1

m = 0
∑
N － 1

n = 0
c( m，n) h( k － m珚N) exp( j2πnk /N) ( 1)

c( m，n) = ∑
L － 1

k = 0
x( k) γ( k － m珚N) exp( － j2πnk /N) ( 2)

其中: j 槡= － 1 ; L = M珚N = 珚MN; M 和 N 分别为 Gabor 时间和频

率的抽样点数; M和N分别为 Gabor 频率和时间的抽样间隔。
式( 1) 和( 2) 分别为离散 Gabor 逆变换( 即展开式) 和离散 Ga-
bor 变换，重建信号的条件是N M≤L( 或 MN≥L) 。临界抽样

条件是 L =M珚N =珚MN，过抽样出现在 MN ＞ L 条件下，欠抽样条

件( MN ＜ L) 下会丢失信息使原信号无法还原。综合窗 h( k) 、
双正交分析窗 γ( k) 也是周期为 L 的实序列。其中 h( k) 和 γ
( k) 满足双正交约束条件即完备性约束条件:

∑
L － 1

k = 0
h( k + mN) × exp( j2πnk /珚N) × γ( k) = L

MNδmδn

0≤m≤珚M － 1，0≤n≤珚N － 1 ( 3)

其中，δk = {10 k = 0
k≠0
。给定的综合窗 h( k) 就可以由此式求出

双正交分析窗 γ( k) 。
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2 基于辅助双正交分析的实值离散多 Gabor 变换

设 x( k) 是离散时间周期信号，周期为 L，离散实值离散多
Gabor 展开式和变换系数定义［2，3］为式( 4) 和( 5) :

x( k) = ∑
I － 1

i = 0
∑
M － 1

m = 0
∑
N － 1

n = 0
a( i) ( m，n) h( i)

m，n ( k) ( 4)

a( i) ( m，n) = ∑
L － 1

k = 0
x( k) γ( i)

m，n ( k) ( 5)

其中: h( i)
m，n ( k) = h( i) ( k － m N) cas( 2πnkN ) ( 6)

γ( i)
m，n ( k) = γ( i) ( k － m N) cas( 2πnkN ) ( 7)

h( i) ( k) = α( － i /2) h( α( － i) k) α≥1 ( 8)

cas( x) = sin( x) + cos( x) ( 9)

h( k) 为高斯窗函数，这里称为基窗或父窗，h( i) ( k) 称为调制窗

或子窗。传统的离散 Gabor 变换是单窗下进行的，因此 Gabor
栅格大小是固定的，根据信号的时域和频域不确定原理，在单

窗条件下很难使时间和频率分辨率同时做到较好; 对于给定的

一组多综合窗，要寻找其对应的多分析窗也是非常困难的［2］。
本文在文献［2］的基础上，提出辅助多窗 r( i)

m，n ( k) 和 h( i)
m，n ( k) ，其

双正交关系为

∑
I － 1

i = 0
∑
L － 1

k = 0
h( i) ( k + mN) γ( i) ( k) cas( 2πnk珚N ) = L

MNδ( m) δ( n)

0≤m≤M － 1，0≤n≤N － 1 ( 10)

式( 10) 的矩阵形式可表示为
H·γ = v ( 11)

其中: v = L
MN，0，0，…，[ ]0 T

( 12)

γ =［γ( 0) ，γ( 1) ，…，γ( I － 1) ］T ( 13)

γ( i) =［γ( i) ( 0) ，γ( i) ( 1) ，…，γ( i) ( L － 1) ］T

0≤i≤I － 1 ( 14)

H =［h( 0) ，h( 1) ，…，h( I － 1) ］ ( 15)

h( i) =

h( i)
0，0 ( 0) h( i)

0，0 ( 1) … h( i)
0，0 ( L － 1)

h( i)
0，1 ( 0) h( i)

0，1 ( 1) … h( i)
0，1 ( L － 1)

  

h( i)
M － 1N － 1 ( 0) h( i)

M － 1N － 1 ( 1) … h( i)
M － 1N － 1 ( L － 1











)

( M N) × ( L)

( 16)

h( i)
m，n ( k) = h( i) ( k + mN) cas(

2πnk

N
)

0≤i≤I － 1，0≤m≤M － 1，0≤n≤N － 1 ( 17)

式( 14) 中的 γ 为多解，通常取其广义逆解，即

γg = HT ( HHT ) － 1v ( 18)

例如，已 知 一 个 高 斯 窗 函 数 为 h ( k ) = ( 32 ) － 0． 25 exp

－ π ( k － ( L － 1) /2) 2{ }L 。如图 1( a) 所示，其中 L = 128，I = 4，

α = 2; 根据提出算法的式( 13) 等可求得子综合窗族 h( i) ( k) ，

如图 1( b) 所示; 求出与其相对应的四种分析窗族 γ( i) ( k) 分别

如图 1( c) ～ ( f) 所示。其中: M = 16，N = 8，临界抽样时，如图 1
( c) 所示; 当 M = 8，N = 16，临界抽样时，如图 1 ( d) 所示; 当

M = 32，N = 16，过抽样率
MN
L = 4 时，如图 1( e) 所示; 当 M = 32，

N = 32，抽样率
MN
L = 8 时，如图 1( f) 所示。

根据双正交关系式求出分析窗族以后，就可以利用快速
DHT 计算式( 5) 中 a( i) ( m，n) ，其中 0≤i≤I － 1，即

a( i) ( m，n) = ∑
L － 1

k = 0
x( k) γ( i) ( k － m N) cas( 2πknN ) =

∑
M － 1

p = 0
∑
N － 1

q = 0
x( pN + q) γ( i) ( pN + q － m N) cas( 2πnqN ) =

∑
N － 1

q = 0
∑
M － 1

p = 0
x( pN + q) γ( i) ( pN + q － m N{ }) cas( 2πnqN ) ( 19)

信号的重建也可以利用快速 DHT 算法，式( 4) 可重写为

x( k) = ∑
I － 1

i = 0
∑
M － 1

m = 0
∑
N － 1

n = 0
a( i) ( m，n) h( i)

m，n ( k) =

∑
I － 1

i = 0
∑
M － 1

m = 0
∑
N － 1

n = 0
a( i) ( m，n) h( i) ( k － m N) cas( 2πnkN ) =

∑
I － 1

i = 0
∑
M － 1

m = 0
h( i) ( k － m N) ∑

N － 1

n = 0
a( i) ( m，n) cas( 2πnkN{ })

x( pN + q) =

∑
I － 1

i = 0
∑
M － 1

m = 0
h( i) ( pN + q － m N) ∑

N － 1

n = 0
a( i) ( m，n) cas( 2πn( pN + q)

N{ })

( 20)

其中: k = pN + q; p = 0，1，…，M － 1; q = 0，1，…，N － 1。从式

( 20) 中可以看出，大括号里的第二个求和项是 N 点的 DHT 变

换。表 1 是本文算法和文献［2］算法复杂性的对比，从表中可

以看出本文提出的算法的计算复杂度比文献［2］小，因此具有

较快的速度。
表 1 本文提出的算法和文献［2］算法复杂度对比

算法 正变换 逆变换

本文算法

I × { M × ( N 点 1-D DHT) +
M × L 次实数相乘 +

( M －1) ×M × N 次实数相加}

I × { M × ( N 点 1-D
DHT) +M × L 次实数相乘 +

( M －1) × L 次实数相加}

文献［2］算法

I × { M ×M × ( N 点 1-D
DFT) +M × L 次实数相乘 +

( M －1) ×M × N 次复数相加}

I × { M ×M × ( N 点 1-D DFT) +
M × L 次实数相乘 +

( M －1) × L 次复数相加}

3 仿真实验

用多 Gabor 展开的时频分析工具来分析带有一个脉冲的

跳频信号，如图 2( a) 所示。此信号由两个不同频率的正弦信

号和一个脉冲信号组成: ( 0． 1 × sin ( 2π × 10 × t) + 0． 1 × sin
( 2π × 20 × t) + 0． 3 × δ( t － 20 ) ) ，信号长度 L = 128，M = 128，

N = 64; 采样频率为 80 Hz，其中正弦信号的频率分别为 10 和

20 Hz。本文使用的时域较宽和时域较窄的两个高斯窗函数，

如图 2( b) 所示; 在时域较宽高斯窗下的 Gabor 频谱如图 2 ( c)

所示; 在时域较窄的高斯窗下的 Gabor 频谱如图 2 ( d) 所示; 在

这两个窗函数下的多 Gabor 展开的频谱如图 2( e) 所示。从图

2( c) 中可以看出，在宽高斯窗下很难检测到脉冲信号，但是能
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清晰地检测到两个正弦信号; 从图 2( d) 中可以看出，在窄高斯

窗下很清晰地检测到了脉冲信号，但不能清晰地检测到两个正

弦信号; 由图 2( e) 可以明显地看出，使用本文提出的多高斯窗

进行检测，在多高斯窗下的 Gabor 能清晰地检测到脉冲信号，

同时也能清晰地分辨出两个不同频率的正弦信号。图 2( f) 是

文献［2］中算法在宽高斯窗下的 Gabor 频谱图，虽然检测到了

正弦信号，但时频平面上并不平坦; 图 2 ( g) 是文献［2］中算法

在窄高斯窗下的 Gabor 频谱图，虽然检测到了脉冲信号，但是

频谱两边粘滞不清; 图 2 ( h) 是文献［2］中算法在多高斯窗下

的 Gabor 频谱图，虽然检测到正弦信号和脉冲信号，但是时频

面上有其他频谱出现，而且不清晰。

4 结束语

针对传统的单窗复值离散 Gabor 变换具有固定的时频分
辨率，文献［2］给出了基于框架的多 Gabor 变换算法复杂度较
高。本文在多 Gabor 变换的基础上提出了一种基于辅助双正
交分析法的实值离散 Gabor 变换及其快速算法，该算法相比文
献［2］算法减小了计算量。仿真实验证明提出的算法能明显
改善传统 Gabor 变换的时频分辨率。
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