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基于三链 DNA结构的 0-1 整数规划改进研究*
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摘 要: 为实现 DNA计算中对解的有效筛选，防止探针与探针之间的错配、发夹结构等，以及便于检测最终解，
提出了改进的三链 DNA模型求解 0-1规划的设计。该方法编码 n个变量的每种组合的所有排列情况。此编码
方式不仅使计算所需有效分子量从 O( ( 2n) ! ) 下降到 O( 2nn! ) ，并使对可行解的筛选更加有效。利用寡聚脱氧
核苷酸( ODN) 在 RecA蛋白介导下与同源的双链 DNA匹配成三螺旋 DNA的特点，可推广到更多以双链 DNA分
子为计算模型的解的检测中。
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Improvement of 0-1 integer programming based on
triple-stranded DNA structure

REN Xiao-ling，BAI Xue，LIU Xi-yu
( School of Management Science ＆ Engineering，Shandong Normal University，Jinan 250014，China)

Abstract: To realize the effective screening of solutions in DNA computing and to prevent the mismatch between probes，the
formation of the hairpin structure etc，this paper presented an improved triple-stranded DNA model to solve 0-1 integer pro-
gramming problem． This method made a full array of all combinations of n 0-1 variables． Compared with the original one，the
amount of DNA strands needed dropped from O( ( 2n) ! ) to O( 2nn! ) and the improved one made a better selection of feasible
solutions． Triple-helix structure could be constructed by the homologous double-helix DNA with the oligodeoxyribonucleotides
( ODN) in the mediated of RecA protein． It could make use of its special structure to promote it to the selection of solutions
with the double-helix computing model．
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0 引言

1957 年，Feisenfeld等人提出了三链核酸的概念。由于双
链 DNA中两条相互缠绕且方向相反的链是依靠互补碱基对之
间的氢键相连，碱基对又偏向螺旋轴一侧，所以在两条链之间

形成了大小两沟。三链 DNA正是在双链 DNA的基础上，通过
含有多聚嘌呤的那条链，以 Hoogsteen和反式 Hoogsteen型氢键
与新加入的第三条链相连接形成的，且第三条链位于双链

DNA的大沟中，主要有嘧啶—嘌呤—嘧啶和嘌呤—嘌呤—嘧
啶两种类型。

2004 年，Shigemori等人发现寡聚脱氧核苷酸能在 RecA
蛋白及 ATPγS的存在下与双链 DNA形成稳定的三链结构。由
于三链 DNA在形成过程中不会发生错配和形成发夹结构，而
且反应后得到的解为双链形式，比较稳定，不会像单链 DNA因
为过长而形成发夹结构或断裂。因此，基于三链结构 DNA 计
算的错误率和编码复杂度会降低。
目前，关于三链 DNA的研究侧重于生物、医学领域，利用

三链 DNA结构实现 DNA计算的实例不多，主要解决了 0-1 整
数规划问题［1，2］、可满足性问题［3，4］、顶点着色问题［5］、邮递员
问题以及工序安排问题［6］。2008 年，杨静等人利用同源的存
在抗原蛋白质的脱氧核苷酸( ODN) 在双螺旋 DNA 链中形成
的三链 DNA结构解决了简单的 0-1 整数规划问题，通过对三
链 DNA的构造和筛选完成了可行解的获取。文献［3，4］在阐
述三链 DNA的形成过程以及可行性实验研究的基础上，提出
将三链 DNA计算模型应用于求解可满足性问题。将 n个变量
的不同取值对应为 2n种不同的 RecA 蛋白-ODN 复合体探针，
与初始解空间在适当的反应液中哺育，通过探针是否与库链形

成稳定的三链 DNA结构判断并筛选满足符合每个子句的解序
列。在求解图顶点着色问题时，利用探针与库链中某些 DNA
双链形成的三链 DNA结构过滤掉相邻节点着同一颜色的非可
行解，进而筛选出相邻节点着不同颜色的可行解。文献［6］利
用类似的方案求解了供需安排问题。

1 0-1 规划问题

作为整数规划的特殊形式，0-1 规划是运筹学中的一个重
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要问题。2003 年，殷志祥等人［7，8］设计出两种基于表面的 DNA
计算模型求解一般形式的 0-1 规划问题: a) 通过固定在表面上
且被荧光分子标记的 ODN在被其互补链杂交时的荧光猝灭现
象，排除不满足约束条件的序列; b) 通过 ODN与标有不同荧光
的探针杂交后产生的荧光数目判断满足约束条件的可行解。
2005 年，Zhou等人［9］以分子信标技术为基础，通过电泳实验直
接找到 0-1 规划问题的最优解，在一定程度上减少了实验步
骤，提高了实验效率。同年，Wang 等人［10］通过将一般整数规
划转换为特殊形式的 0-1 规划，利用荧光标记技术对问题进行
求解。在近几年的研究中，Zhang 等人［11］和罗海波［12］将基于
溶液和基于表面的 DNA 计算模型结合起来，提出基于溶液与
表面结合的 DNA计算模型，充分利用了在溶液中计算的巨大
并行性和高存储性，以及在表面上计算方便解的读取、易于自
动化的优点。许进等人［13］将接入和删除实验结合起来，对闭
环 DNA 分子存储的数据进行置换，解决了更广范围 0-1 规划
问题。
在杨静利用三链 DNA 求解 0-1 整数规划的问题中，对于

2n个变量生成( 2n! ) 种长度为 ( 30 × 2n) bp的 DNA单链，再根
据碱基互补配对原则生成( 2n! ) 种双链 DNA，构成初始数据
池。随后利用表示每个变量的 DNA 单链生成核蛋白细状体，
通过把满足第一个语句的所有组合的核蛋白细状体制成探针

与初始数据池中的双链 DNA 进行反应，生成满足第一个约束
条件的三链 DNA可能组合。通过对反应产物的纯化和提取，
获得满足第一个约束条件的双链 DNA。对于具有 m个约束条
件的 0-1 整数规划问题，对剩下的各约束条件进行相同的反
应，最后得到的双链 DNA 即为满足 m个约束条件的解。
在可行解的读取方面，仅提到通过 PCR 扩增技术读出可

行解，笔者认为此处存在一定缺陷，因为长为( 30 × 2n) bp 的
DNA双链中包括各变量所有可能的取值，无法直接判断并读
出符合条件的取值; 另外，对于所有可行解，使用比较目标函数

值获得最优解的方法可以进一步优化。针对以上两个问题，本
文提出了一种新的初始数据池构造方法，通过构造( 2n × n! )
种长度为( 20 × n) bp 的 DNA 双链形成初始数据池，实现可行
解的读取，并利用 DNA纳米金探针与产物发生杂交反应时发
出的不同荧光来选择最优解。具体方法将在下文给出。

2 0-1 整数规划的形式转换

本文主要利用三链 DNA模型对杨静提出的解决 0-1 整数
规划问题的 DNA算法进行改进，故首先给出 0-1 整数规划的
一般形式，在此假设目标函数的价值系数为整数:

max( min) z = c1 x1 + c2 x2 +… + cnxn

s． t．

a11 x1 + a12 x2 +… + a1n xn≥( ≤，= ) b1
a21 x1 + a22 x2 +… + a2n xn≥( ≤，= ) b2

am1 x1 + am2 x2 +… + amnxn≥( ≤，= ) bm
xi = 0，1 1≤i≤n

aij、bi 为整数 i = 1，…，m; j = 1，…，
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为了实现 DNA计算 0-1 整数规划问题，要将式( 1) 的形式
进行转换，将其转换为系数为 0、1 的整数规划的形式。具体操
作步骤如下:

a) i = 1→m，检查不等式 i 的右端项是否非负。若 bi ＜ 0，
则两端同乘 － 1，得到变化后的整数规划形式为

max( min) z = c1 x1 + c2 x2 +… + cnxn

s． t．

∑
n

j = 1
a( 1)ij xj≥( ≤，= ) b( 1)i i = 1，…，m

xj = 0，1 1≤j≤n

a( 1)ij 、b( 1)i 为整数且 b( 1)i ≥0，i = 1，…，m; j = 1，…，


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
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( 2)

b) j = 1→n，令
tj = max( a( 1)1j ， a( 1)2j ，…， a( i)mj ， cj ) ，将 xj 扩展成 tj

个与之相等的变量: xj1 = xj2 =… = xjtj，并将其作为新添加的约
束条件。

c) i = 1→m，j = 1→n，令
a( 1)ij xj = xj1 + xj2 +… + xj a( 1)ij 。经过前三步，将整数规划

问题约束条件的系数变成了只包含 0、－ 1、1 三种形式的系数。
d) i = 1→m，j = 1→n，ith不等式中系数为 － 1 的变量 xj ( 或

xjq ( q = 1，2，…，tj ) ) 用 1 －珋xj 代替，即 － xj =珋xj － 1，同时将常数
项 － 1 移至不等式右端，不等式右端仍然保持非负。

e) j = 1→n，改变 xj1，xj2，…，xjtj的下标，分别取成不同的下
标，步骤 b) 中的约束条件也要进行相应改变。于是，最终得到
的整数规划形式为目标函数中的价值系数和约束条件的技术

系数为 0 或 1 的整数规划，其中包含 2n 个取值为 0、1 的整数
变量( xi，珋xi，i = 1，…，n) 。
通过以上步骤，就得到了自变量系数仅为 0、1 的最简单的

0-1 整数规划，而本文设计的 DNA 算法正是基于这种最简单
的结构。另外，文献［10］给出将一般的整数规划问题转换为
0-1 线性规划问题。于是通过转换，本文算法实际上可以解决
一般的整数规划问题。

3 算法改进及相关证明

3. 1 算法改进

在将一般的整数规划问题转换为简单的 0-1 线性规划问
题的基础上，基于已成熟的生物操作实验，给出基于三链 DNA
结构求解该问题的基本算法、生物算法及其操作步骤如下:

a) 基本算法
( a) 生成给定问题的变量的全部 0、1 组合的各种排列;
( b) 保留满足第一个约束条件的解;
( c) 重复( b) ，直到保留满足最后一个约束条件的解;
( d) 根据求最大或最小值筛选可行解，读出最优解。
b) 生物算法
假设通过转换之后得到的 0-1 规划包含 2n 个变量、m 个

约束方程。
( a) 构造表示所有 2n 个变量的单链 DNA，并形成其相应

补链。反应后得到 n 个变量的每种组合的全部排列情况( 注
意此时每个位置 i上只能出现 xk、珋xk 两个变量的其中之一) 。
( b) 将表示满足第一个约束条件的变量组合对应的补链

的 DNA单链与抗原蛋白质混合在一定条件下生成核蛋白细
状体。
( c) 利用满足第一个约束条件的蛋白细状体作为探针，生

成满足第一个约束条件的三链 DNA。
( d) 利用磁珠吸附链( 霉) 亲和素的高度亲和力，将所有满

足第一个约束条件的三链 DNA 分离出来，再形成双链 DNA，
此时的数据池都是满足第一个约束条件的双链分子。
( e) 重复( b) ～ ( d) ，排除所有不满足条件的解，最后得到

满足所有条件的双链 DNA。
( f) 利用目标函数中的变量作为探针筛选最优解，使用
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PCR扩增，读出最优解。
c) 生物操作步骤
( a) 对给定的变量 xi、珋xi ( i = 1，2，…，n) ，合成 2n 种短的

ODN，同时根据碱基互补配对原则确定变量的补链。以 Braich
等人［14］提供的方法在 DNA 自动合成仪上合成全部的( 2nn! )
解空间序列，或者利用文献［15］在解决分箱问题时产生初始
数据池的方法，产生所需的( 2nn! ) 条解空间序列，然后经 PCR
扩增成双链 DNA，将这些双链称为初始数据池，同时，将目标
函数中变量的补链采取不同大小的纳米粒子设计成探针。
( b) 在表面上制作满足第一个约束条件的所有变量组合

的补链，形成所有满足第一个约束条件的变量组合的单链探针

( 可任意设置其中各变量在单链中的位置) 。在这些单链探针
的 5'端添加一个聚酯纤维 A，再标记上生物素，然后将这些探
针与 RecA 蛋白、ATPγS 混合，在适宜的条件下哺育，使 RecA
蛋白包裹探针形成核蛋白细状体。
( c) 将处理好的探针与数据池混合，在适当反应液中混合

哺育，这些探针在 RecA蛋白介导下与库链的某些区域就形成
了稳定的三链 DNA结构。
( d) 将包裹有链( 霉) 亲和素的磁珠与上一步得到的产物

在适合的条件下混合。由于生物素与链( 霉) 亲和素的高度亲
和性，形成的三链 DNA结构与探针一起被吸附在磁珠上，并与
其他库链分开。经过洗脱及脱蛋白处理，得到符合第一个约束
条件的解序列。
( e) 对剩下的约束条件中变量取值重复( b) ～ ( d) 的操作，

每次重复操作都要与( d) 得到的解序列混合反应。在 m 个约
束条件都进行了筛选之后，得到了满足约束条件的解序列。
( f) 提取最终的解序列，使用相应的引物进行 PCR 扩增，

将扩增后的产物与目标函数中变量的 DNA纳米金探针在合适
条件下于玻片上发生杂交反应。因为不同的变量其相应探针
的纳米粒子尺寸不同，利用荧光分析法［16］，采用光纤照明器照

亮以识别不同尺寸纳米颗粒散射出的颜色。若求最大值，就找
颜色最多的单链; 若求最小值，就找颜色最少的单链。最后，
PCR扩增相应单链，读取最优解。

3. 2 相关证明

命题 1 第 3 章中给出的转换前 0-1 规划的可行解与转换
后的可行解等价。
证明 经过扩充相等变量，添加等价变量和约束条件等之

后得到的转换后的 0-1 整数规划为

max( min) z' = ∑
k

i = 1
dixi

s． t．
∑
k

j = 1
sij xj≥( ≤，= ) bi i = 1，…，l

dj，sij = 0，1，xj = 0，1 i = 1，…，l; j = 1，…，{ k
( 3)

1) 证明式( 1) 的可行解对应的变化之后的解为式( 3) 的可
行解。
对任意式( 1) 的可行解，不失一般性，假设( 1，0，…，1) 为 n

维解向量。现只证明最简单的一种情况，即只有一个变量需要
进行等价扩增的情形。由于剩余情形都是进行等价的线性转
换，故剩余情况可理解为在现有情况下有限次累加的结果。不
妨假设式( 1) 中只有 ith约束条件的变量 x1 需要进行扩增，且
t1 = 2，于是将 x1 扩增为两个相等变量 x0 和 x1。若 ith 原条件
为 2x1 + x2 +… + xn≥ ( ≤，= ) bi，其转换结果为该约束条件
变为。

x0 + x1 + x2 +… + xn≥( ≤，= ) bi

同时，为了构造方便，只添加约束条件 x0 +珋x1 = 1 ( 即此时
只添加新变量 x0 和珋x1 ) 。由( 1，0，…，1) 对应得到 n + 2 维解向
量为

( 1， 1， 0， ． ． ．， 1)
( x0 x1 珋x1 xn )

显然满足式( 3) 中除了 ith约束条件之外的约束条件。而对于
ith约束条件，带入后与原结果一致，故该解向量为式( 3) 的可
行解向量。

2) 对于证明变换后的式( 3) 的可行解为式( 1) 的可行解。
同样，只证明式( 3) 是经过式( 1 ) 进行了一步等价转换得

到，不妨设与上一步证明一致的转换。其可行解为( x0，x1，
珋x1，…，xn ) = ( 1，1，0，…，1) ，对应到原问题中同样满足 ith约束
条件，目标函数值同样保持一致。
命题 2 通过所设计的筛选满足约束条件的操作，可在所

制备的( 2nn! ) 条链找到全部可行解。
证明 i = 1 时，将满足第一个约束条件的探针放入数据

池，由于( 2nn! ) 条链表示了所有变量组合的全部排列，故可以
按所制备的探针上变量的顺序筛选出满足第一个约束条件的

DNA链。
设现在按照第 i个约束条件筛选，即此时在前 i － 1 个约束

条件已满足的数据池中进行筛选。不失一般性，假设 ith 约束
条件为 x1 + x2 + 珋x3≥2，满足约束条件的组合为 x1x2，x1珋x3，
x2珋x3，制备相应 x1x2、x1珋x3 和 x2珋x3 的探针，而要找的就是至少满
足三种情况之一的 DNA链，不妨设满足 x1 = 1，珋x3 = 1 的 DNA
链在筛选了前 i － 1 次后仍然存在于数据池中。
假设 x1珋x3 无法与当前数据池中的 DNA 链结合，说明变量

x1 和 珋x3 前后相邻且满足前 i － 1 个约束条件的 DNA 链不存

在，即…x1珋x3…这种排列情况不存在，这与( 2
nn! ) 包含所有变

量组合的各种排列相矛盾，该假设不成立。于是 x1珋x3 一定能
与当前数据池中的 DNA 链结合形成三链结构，否则 x1 = 1，
珋x3 = 1这种情况至少不满足前 i － 1 个条件之一。故在第 i步一
定可以筛选出满足前 i 个约束条件的 DNA 链，否则可行解集
为空集。当 i = 2→m，就可以筛选出满足问题约束条件的可行
解，或者可行解集为空集。
命题 3 2nn! ≤( 2n) !
证明 由于 n≥1，得到 2nn! ＞ 1，( 2n) ! ＞ 1，于是比较

log 2nn! 和 log ( 2n) !。

log 2nn!
log ( 2n) ! =

∑
n

i = 1
log i + nlog 2

∑
n

i = 1
log i + ∑

2n

j = n + 1
log j
;

当 n = 1 时，可验证 2nn! = ( 2n) ! ;

当 n ＞ 1 时，nlog 2 ＜ ∑
2n

j = n + 1
log j，故 log 2nn!

log ( 2n) ! ＜ 1。

综上，有 2nn! ≤( 2n) !
因此，根据命题 3 可见，该模型的计算空间复杂度为

O( 2nn! ) ，要少于文献［1］计算模型中的 O( ( 2n) ! ) ，并且在解
的筛选上更加方便。

4 改进算法的实例

4. 1 问题描述

现实生活中许多案例可以转换为 0-1 整数规划问题。例
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如，某校某学院准备开展新一年研究生招生复试及录取工作，

经开会讨论决定，由院中甲、乙、丙、丁、戊五名教师于近期着手
部署并落实复试考生报到、体检、面试、审核四项主要工作。具
体日程安排如下:

a) 迎接复试考生到本院报到，至少需要两名值班教师，经
询问，五名教师中甲、乙和丁有时间到场组织安排。

b) 组织本院考生到校医院参加体检，该工作至多指定一
名教师随行，且只有乙、丙和戊三名教师有时间参加。

c) 确定考生面试时间、地点，进行研究生复试面试，至少
需要两名值班教师，且五名教师中除甲外均可以到场负责。

d) 审核复试考生成绩及其他相关信息，公布拟录取考生
名单，该工作最多需要一名教师，只能从甲和丁两名教师中选

择指派该任务。
试问如何将四项工作指派给相应的教师，在研究生复试及

录取工作顺利完成的基础上，使参与负责的教师人数最少?

该问题属于指派问题中的 0-1 指派，设甲、乙、丙、丁、戊五
位教师为 x1、x2、x3、x4、x5，将其转换为如下形式的 0-1 整数规
划问题:

min z = x1 + x2 + x3 + x4 + x5

s． t．

x1 + x2 + x4≥2

x2 + x3 + x5≤1

x2 + x3 + x4 + x5≥2

x1 + x4≤1

x1，x2，x3，x4，x5 = 0，










1

4. 2 求解过程

对于给定的案例，首先构造 10 种短的 ODN，其中五种为
x1、x2、x3、x4、x5，表示 xi ( i = 1，2，3，4，5) 取 1，另外五种为x1、x2、

x3、x4、x5，表示 xi 取 0，而且 x1、x2、x3、x4、x5 和x1、x2、x3、x4、x5的
补链也随之确定。
具体编码如下:

x1 = 5' － CAACCTTGAAACTTGGGATA －3'

x2 = 5' － AAAGGAGTTCCAGGAAGAGA －3'

x3 = 5' － CCTCTAAGGGAGGAGTTGAC － 3'

x4 = 5' － GCCTAGAGGAAAGAAGGAGT － 3'

x5 = 5' － AAGAGAAAAGGGATATTCCT － 3'
珋x1 = 5' － GTTGGAACTTTGAACCCTAT － 3'
珋x2 = 5' － TTTCCTCAAGGTCCTTCTCT － 3'
珋x3 = 5' － GGAGATTCCCTCCTCAACTG － 3'
珋x4 = 5' － CGGATCTCCTTTCTTCCTCA － 3'
珋x5 = 5' － TTCTCTTTTCCCTATAAGGA －3'

利用以上 10 种 ODN 生成( 255! = 3840 ) 种 DNA 单链，再
经过 PCR扩增成双链 DNA构成初始数据池。同时，将 x1、x2、
x3、x4、x5 的补链用不同大小的纳米粒子设计成探针。
对于第一个约束条件，x1、x2、x4 中有两个取 1 就可以满足

条件，为此制作 x1x2、x1x4、x2x4、x1x2x4 对应的四种单链探针如
图 1 所示，进而将这些探针构造成核蛋白细状体。

将处理好的探针与初始数据池混合反应生成稳定的三链

DNA结构，通过过滤和提纯可获得满足第一个约束条件的解
序列。
对以下三个约束条件进行相同的操作，得到满足全部约束

条件的解序列。通过 PCR 扩增，并将扩增后的产物与目标函
数中变量的 DNA纳米金探针反应散射出的颜色判断该问题的
最优解 min z = 2，并且读取最优解为 x1 = 0，x2 = 1，x3 = 0，x4 =
1，x5 = 0，即由乙和丁两位教师负责该院研究生招生工作，在保
证其顺利进行的基础上使安排的教师人数最少。
该方法充分利用了三链 DNA 结构的稳定性，上述问题按

照改进之后的编码方式需要生成 3 840 种 DNA 分子，而采用
文献［1］中的编码方式，其所需分子种类为 ( 2 × 5 ) ! =
3 628 800种，大大改善了原有编码方法的空间复杂度。同时，
改进的方法可以保证第 n次筛选出来的 DNA链都是满足前 n
个约束条件的双链，便于最优解的检测。

5 结束语

本文介绍了基于三链 DNA 结构的 0-1 整数规划求解算
法，通过给出由一般的 0-1 整数规划向系数为 0-1 的整数规划
转换的过程，实际上解决了一般的整数规划问题。该算法改进
了原算法在可行解的读取和最优解的获得两方面的缺陷和不

足，通过对 0-1 规划中 n 个变量进行全排列，改变了变量的编
码顺序，将( 2n) ! 种解序列改进为 2nn! 种解序列，并通过
DNA纳米金探针与产物发生杂交反应时散射出的不同颜色获
得最优解，实现了最优解的快速获取。模型中，由于初始数据
池为稳定的双链结构，同时第三条链由于形成了蛋白质细状

物，故不会出现单链的发夹、错配等结构，从而使计算过程中反
应更加充分、效率更高，同时错解率也随之降低。然而，该算法
仍存在一定缺陷，如果目标函数的价值系数较大，在将其转换

为简单的 0-1 整数规划的过程中需要新增的变量数目也较大。
另外，如何进一步降低初始数据池中的分子数量，值得在理论

和实验上进一步探索。
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度量指标，提出了基于动机倾向性的标签推荐模型( OMDM) ，

并设计了基于该模型的算法。在两个不同的数据集上的实验
结果表明，基于动机倾向性的社会标签推荐模型能获得更准确

的备选标签。

本文在标签推荐研究上提供了一个新的研究视角，但研究

本身还存在很多局限性。本文仅从五个观察指标对倾向性进
行了度量，是否还存在其他不同质的度量指标，或者说从心理

学、认知科学的理论角度有没有其他的指标来测量倾向性还有
待研究。另外，本文提出的模型和算法并没有考虑所推荐的标
签的新颖性、召回率，这也是笔者准备进行扩展的研究内容。
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