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基于第二类统计量的 K 分布参数估计*

孙增国
( 华侨大学 计算机科学与技术学院，福建 厦门 361021)

摘 要: 为了高效估计出 K 分布的参数，提出了对数累积量参数估计方法。基于第二类统计量，先对 K 分布的

概率密度函数进行 Mellin 变换，从而获得 K 分布的第二类第一特征函数; 然后对第二类第一特征函数进行对数

变换，由此获得 K 分布的第二类第二特征函数; 最后对第二类第二特征函数求导数，进而获得 K 分布的前两阶对

数累积量，由此可以估计 K 分布的参数。与传统的最大似然估计方法相比，K 分布的对数累积量估计具有解析的

表达式，易于计算。Monte Carlo 仿真表明，基于第二类统计量的 K 分布对数累积量估计可获得较高的估计精度。
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Parameter estimation of K distribution based on second-kind statistics
SUN Zeng-guo

( College of Computer Science ＆ Technology，Huaqiao University，Xiamen Fujian 361021，China)

Abstract: In order to efficiently estimate the parameters of K distribution，this paper proposed the log-cumulant estimator．
Based on second-kind statistics，first it derived the second-kind first characteristic function of K distribution by taking the Mel-
lin transformation to the probability density function of K distribution，second obtained the second-kind second cha-racteristic
function of K distribution from the logarithmic transformation of the second-kind first characteristic function，and last deduced
the first two log-cumulants to estimate the parameters of K distribution by taking the derivative of the second-kind second char-
acteristic function． Compared to the traditional maximum likelihood estimator，the log-cumulant estimator of K distribution with
analytical expressions was easy to compute． Monte Carlo simulations demonstrate that the log-cumulant estimator of K distribu-
tion based on second-kind statistics achieves high estimation accuracy．
Key words: K distribution; Mellin transformation; second-kind statistics; log-cumulant estimator; Monte Carlo simulations

K 分布广泛用于海洋和地面的建模中，传统的 Rayleigh 分

布可以看做是 K 分布的特例［1 ～ 4］。作为双参数的统计分布，与

单参数的分布( 如 Rayleigh 分布) 相比，K 分布可以更好地描述

实验数据［2］。例如，当雷达分辨单元较大时，可以认为分辨单

元内包含许多散射体，并且不存在占主导地位的散射体，此时，

传统的 Rayleigh 分布可以很好地描述雷达回波。但是，如果雷

达分辨单元的尺寸以及掠射角较小，在这种情况下，只有 K 分

布才能精确描述雷达回波的统计特性。为了在实际应用中使

用 K 分布，一个关键问题就是如何高效地估计出 K 分布的参

数。由于 K 分布的概率密度函数中含有特殊的修正 Bessel 函

数，而修正 Bessel 函数又没有统一的解析表达式，因此，传统的

最大似然估计方法不能高效地估计 K 分布的参数，即最大似

然估计没有解析的表达形式，往往需要迭代计算，而且初值选

择和终止条件不易确定。基于第二类统计量，本文提出了高效

估计 K 分布参数的对数累积量方法，它具有简洁的解析表达

式，不需要迭代计算。Monte Carlo 仿真表明，K 分布的对数累

积量估计可以获得较高的估计精度。

1 K 分布

K 分布具有如下的概率密度函数［3］:

f( x) = 4b
( ν + 1)

2 xν
Γ( ν)

Kν － 1 ( 2 槡x b ) x ＞ 0 ( 1)

其中: ν( ν ＞ 0 ) 是形状参数; b ( b ＞ 0 ) 是尺度参数; Γ ( ·) 是
Gamma 函数; Kν － 1 ( ·) 是第二类 ν － 1 阶修正 Bessel 函数。当

ν 趋向于无穷大时，K 分布变为传统的 Rayleigh 分布。因此，

Rayleigh 分布可以看做是 K 分布的特例。图 1 给出了当 ν 和 b
分别取不同值时 K 分布的概率密度函数。显然，ν 决定 K 分布

的形状，当 ν 较小时( 如 ν = 0． 5) ，K 分布不再具有单峰特性; b
决定 K 分布向纵坐标轴的压缩程度，b 越大，K 分布向纵坐标

轴的压缩程度就越强。

假定 X 是服从 K 分布的随机变量，其形状参数和尺度参

数分别为 ν 和 b。定义新的随机变量 Y =槡b X，可以证明，Y 同
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样服从 K 分布，其形状参数和尺度参数分别为 ν 和 1。也就是

说，K 分布可以通过槡b的乘积进行标准化，其形状参数保持不

变，而尺度参数则变为 1。

2 第二类统计量介绍

普通统计量是由傅里叶变换定义的［5，6］。如果概率密度

函数定义在正半轴上，就可以把普通统计量中的傅里叶变换替

换为 Mellin 变换，从而定义相应的第二类统计量［6 ～ 9］。对于概

率密度函数 f( x) ( 0≤x ＜ ∞ ) ，其 Mellin 变换定义如下:

Φ( s) = ∫ ∞0 xs － 1 f( x) dx ( 2)

f( x) 的 Mellin 变换 Φ( s) 正是它的第二类第一特征函数。
由此，f( x) 的第二类第二特征函数 Ψ( s) 和 r 阶对数累积量 珓kr
分别定义如下:

Ψ( s) = ln Φ( s) ( 3)

珓kr =
drΨ( s)
dsr s = 1

( 4)

对数累积量可以通过样本对数累积量加以估计。以前两

阶对数累积量为例，存在

珓k
^
1 =

1
M ∑

M

i = 1
ln yi ( 5)

珓k
^
2 =

1
M － 1∑

M

i = 1
ln yi －珓k

^
( )1

2 ( 6)

其中: yi 是样本，M 是样本个数。

3 K 分布的对数累积量估计

K 分布定义在正半轴上，因此可以定义相应的第二类统计

量。首先把 K 分布的概率密度函数式( 1) 代入式( 2) 中，可得

K 分布的第二类第一特征函数如下:

Φ( s) = 4b
( ν + 1)

2

Γ( ν)
∫ ∞0 xs + ν － 1Kν － 1 ( 2 槡x b ) dx ( 7)

使用下面的恒等式［10］:

∫ ∞0 xμKν ( ax) dx = 2μ － 1a － μ － 1Γ(
1 + μ + ν

2 ) Γ(
1 + μ － ν

2 )

Re( 1 + μ ± ν) ＞ 0，Re( a) ＞ 0 ( 8)

K 分布的第二类第一特征函数可以简化为

Φ( s) =
b

( 1 － s)
2 Γ(

s + 1
2 ) Γ( ν + s － 1

2 )

Γ( ν)
( 9)

把式( 9) 代入式( 3) 中，可得 K 分布的第二类第二特征函

数如下:

Ψ( s) = ( 1 － s) ln b
2 + ln ( Γ(

s + 1
2 ) ) +

ln ( Γ( ν + s － 1
2 ) ) － ln ( Γ( ν) ) ( 10)

把式( 10) 代入式( 4) 中，经过适当化简，可得 K 分布的前

两阶对数累积量如下:

珓k1 = － ln b
2 －

Ce

2 + ψ( ν)
2 ( 11)

珓k2 =
π2

24 + ψ( 1，ν)
4 ( 12)

其中: Ce 是欧拉常数( Ce≈0. 5772) ; ψ( ·) 是 Digamma 函数; ψ
( 1，·) 是 Trigamma 函数( Digamma 函数的一阶导数) 。给定一

组样本，通过式( 5) 和( 6) 计算样本对数累积量珓k
^
1 和珓k

^
2，并用珓k

^
1

和珓k
^
2 分别代替上面两式中的 珓k1 和 珓k2，由此，形状参数 ν 可由式

( 12) 估计得出，而尺度参数 b 可由式( 11) 估计得出。因此，式

( 11) 和( 12) 就构成了 K 分布的对数累积量估计式。与传统的

最大似然估计方法相比，K 分布的对数累积量估计具有简洁的

解析表达式。同时，由于 Trigamma 函数 ψ( 1，·) 是严格单调

函数，因此，使用常见的数值方法如二分法很容易获得 ν 的精

确估计值［11］。也就是说，由于具有解析表达式以及 ψ( 1，·)

的单调性，K 分布的对数累积量估计易于计算，便于实现。

4 Monte Carlo 仿真

Monte Carlo 仿真的一个重要问题就是如何产生服从特定

分布的样本。Skolnik 的研究表明，K 分布可由一个传统 Ray-
leigh 分布所描述的快速波动分量被一个 Gamma 分布所描述

的缓慢波动分量所调制而形成［2］。因此，分别产生服从 Ray-
leigh 分布和 Gamma 分布的样本，由此形成服从 K 分布的样

本。产生服从 K 分布的一组样本，使用对数累积量方法估计

出参数，这就完成了一次仿真实验。由于样本产生的随机性，

往往需要独立运行多次仿真实验，并把多次仿真结果的均值和

标准差作为最终的估计结果，这就是 Monte Carlo 仿真的一般

步骤。
K 分布的对数累积量估计首先要通过式( 5) 和( 6) 计算样

本对数累积量，因此，样本数量是影响对数累积量估计性能的

重要因素。图 2 给出了对数累积量估计的性能随样本数量的

变化关系，包括形状参数的估计值和估计标准差，以及尺度参

数的估计值和估计标准差。可见，不论是形状参数 ν 还是尺度

参数 b，其估计值均随着样本数量的增加而逐渐趋向真实值，

其估计标准差均随着样本数量的增加而逐渐降低。也就是说，

较多的样本数量可以获得较高的估计性能。为了克服样本产

生的随机性，Monte Carlo 仿真需要独立运行多次，并把多次仿

真结果的均值作为最终的参数估计值。因此，运行次数是影响

对数累积量估计精度的又一因素。图 3 给出了对数累积量估

计的精度随运行次数的变化关系，包括形状参数的估计值以及

尺度参数的估计值。可见，不论是形状参数 ν 还是尺度参数

b，其估计值总体上均随着运行次数的增加而趋向真实值。也

就是说，较多的运行次数可以获得较高的估计精度。在形状参

数和尺度参数分别取不同值时，对数累积量估计的 Monte Carlo
仿真结果分别如表 1 和 2 所示。其中，括号中的数值为多次仿

真结果的标准差。可见，不论形状参数或尺度参数取为何值，

对数累积量估计均能获得较高的估计精度。
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表 1 对数累积量估计的 Monte
Carlo 仿真结果( b = 1，独立运行

100 次，每次的样本数量均

为 10000)

参数真值 ν̂ b̂

v =0. 5
0． 500 2 1． 000 9

( 0． 008 6) ( 0． 038 1)

v =1
1． 004 7 1． 006 1

( 0． 024 2) ( 0． 033 8)

v =1. 5
1． 502 5 1． 002 3

( 0． 053 9) ( 0． 047 5)

v =2
1． 997 1 0． 997 7

( 0． 102 2) ( 0． 063 4)

v =5
5． 000 5 1． 000 4

( 0． 649 6) ( 0． 138 2)

表 2 对数累积量估计的 Monte
Carlo 仿真结果( ν = 1． 5，独立运行

100 次，每次的样本数量均为 10000)

参数真值 ν̂ b̂

b =0. 5
1． 496 8 0． 499 0

( 0． 046 2) ( 0． 019 1)

b =1
1． 501 1 0． 999 9

( 0． 053 6) ( 0． 044 7)

b =1. 5
1． 501 3 1． 503 8

( 0． 060 3) ( 0． 079 0)

b =2
1． 501 6 2． 003 4

( 0． 054 5) ( 0． 093 2)

b =5
1． 502 5 5． 004 1

( 0． 051 3) ( 0． 231 0)

5 结束语

为了高效地估计出 K 分布的参数，本文提出了基于第二

类统计量的对数累积量估计方法。首先对 K 分布的概率密度

函数进行 Mellin 变换，从而获得 K 分布的第二类第一特征函

数; 然后对第二类第一特征函数进行对数变换，从而获得 K 分

布的第二类第二特征函数; 最后对第二类第二特征函数求前两

阶导数，进而获得 K 分布的对数累积量估计式。与传统的最

大似然估计方法相比，对数累积量估计具有简洁的解析表达

式，易于计算。Monte Carlo 仿真表明，对数累积量估计可以获

得较高的估计精度。因此，基于第二类统计量的对数累积量估

计是 K 分布参数估计的高效方法。作为强有力的数学工具，

第二类统计量同样可以用于其他常见分布( 如对数—正态分

布) 的参数估计中，这是下一步的研究内容。
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4 结束语

本文依据聚类假设的思想，提出了一种基于聚类核的半监

督支持向量机分类方法。该算法根据高密度区域的样本在聚

类中被分在同一类中的特性，采用 K-均值聚类算法对样本集

进行多次聚类的方法构造聚类核，将无标记样本的信息融入分

类器的训练过程中。该方法能够有效利用无标记样本信息，而

且实验结果也证实了无标记样本的加入可以提高分类的精度。
但本方法涉及到支持向量机中参数的选择、K-均值聚类算法的

有效性，并且随着数据量的增大，运行时间也会随之增加。因

此，如何更有效地进行参数选择和 K-均值聚类，同时降低时间

复杂度仍然有待研究。
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