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ABSTRACT: Quickly and accurately calculating 
power-frequency phasor from transient fault signals is crucial 
for relay protection. This paper proposes a fast method for 
phasor calculation. Based on matrix pencil method, a square 
matrix was formed by sampling matrices of input signals and 
reference signals. Its eigenvalues contain the information of the 
concerned phasors, among which the power-frequency phasor 
can be obtained by solving the eigenvalues. The computation 
burden of eigenvalues is huge. A reduced order method was 
proposed to simplify the calculation complexity, in which 
solving eigenvalues of a high order matrix was transformed 
into solving eigenvalues of a second order, and thus the 
efficiency of calculation was improved. Simulation results and 
theoretical analysis demonstrate that the presented method has 
low computational complexity and it is immune to harmonics 
or decaying DC components. This method also has high 
accuracy even for short data window. 
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摘要：从故障暂态信号中快速、准确地提取出工频相量，对

于继电保护是十分重要的。为此提出一种快速相量提取算

法。基于矩阵束方法，利用给定工频信号的采样阵和输入信

号采样阵构成一个方阵，该方阵的特征根包含工频相量信

息，通过求解这个方阵的特征根，即可得到工频相量。但是

求取该方阵特征根的计算量较大，针对此问题给出了降阶方

法，将求高阶矩阵特征根转化为求 2 阶矩阵特征根，从而提

高了计算效率。理论分析和仿真结果表明，所提出的方法计

算量小，可消除各类谐波及衰减直流分量的影响，在较短数

据窗内仍具有很高的精度。 
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0  引言 

目前，大多数继电保护原理都要用到故障后的

基频分量。在电力系统受扰动后的暂态过程中，电

压和电流的相量是影响继电保护装置动作行为、构

成保护动作判据的基本电气量，因此，准确、快速

地计算出电压和电流相量对继电保护装置的正常

工作、故障分析与定位起着重要的作用，进而才能

保障电力系统安全正常地运行[1-3]。 
国内外学者提出了很多相量测量算法，这些方

法大致分为以下几类：傅氏算法及其改进算法、最

小二乘法(least square，LS)及其他方法等。 
傅氏算法[4-5]由于未考虑到非整次谐波和衰减

非周期分量的影响，会产生频谱泄露和栏栅效应。

它的几种改进算法[6-10]虽然性能得到一定的改善，

但都会引入迭代计算、限制数据窗等问题。LS 算

法是将输入的暂态电气量与一个预设的含有非周

期分量及某些谐波分量的函数模型按最小平方误

差原理进行拟合，从而求出输入信号中的工频及各

种暂态分量的幅值和相角[11]。LS 算法要求预先给

定输入信号的函数模型，为给定更准确的信号函数

模型，矩阵束算法[12-15]被引入电力系统，它将信号

看作“衰减指数和”，并能通过奇异值分解来确定

模型阶数。但是，信号模型的精度依赖于较长的数

据窗，往往模型阶数较高，故计算量较大。还有一

些方法[16-22]虽然稳定性很好，并有效地提高了计算

结果的精度，但是它们也增加了计算量、依赖较长

的数据窗或使用了迭代。总之，以上这些方法都无

法将精度、响应时间和速度有效地统一起来。 
本文提出了一种快速相量测量算法，通过矩阵
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乘法消除了噪声、各类谐波及衰减非周期分量的影

响，然后利用降阶算法快速、准确地提取出信号中

工频分量的幅值和相位。 

1  算法原理 

1.1  信号模型 
假设信号由一系列具有任意幅值、相位、频率

和衰减因子的指数函数组成，即由一组衰减的余弦

分量组成： 

1
( ) e cos(2 )m

q
t

m m m
m

i t A f tα ϕ
=

= π +∑         (1) 

式中：Am为幅值；ϕm为相位；αm<0，为衰减因子；

fm为频率；q 为信号分量的个数。 
设式(1)中有 q1 个衰减余弦分量和 q2 个衰减直

流分量，即 1 2q q q= + 。将其中的余弦分量用欧拉

公式展开： 
1cos(2 ) {exp[ j2 j ]
2

                 exp[ j2 ( ) j( )]}
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ϕ ϕ
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由式(2)可知：一个衰减余弦分量可看作 2 个衰

减指数分量之和，且这 2 个衰减指数分量共轭。将

式(1)抽样后变为式(3)： 
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exp( j )k k kp A ϕ=             (4) 

exp[( j2 ) ]k k k sz f Tα= + π          (5) 

式中：M=2q1+q2，且 i(n)前 2q1 个分量代表衰减余

弦(并令共同表示某频率分量的 2 个指数分量相邻

排列)、后 q2个分量代表衰减直流；pk为信号中第 k
个分量的复幅值，包含幅值和相位信息；zk 为信号

中第 k 个分量的幅值和相位在一个采样间隔内的变

化量；Ts 为采样间隔。易知：k 为偶数且 k ≤ 2q1 时，

pk与 pk−1 共轭，zk与 zk−1共轭；k>2q1时，fk=0。 
类似地构造信号 u(t)，使其具有与 i(t)相同的频

率分量，且各个分量的衰减因子相同，但幅值和相

位可以不同，其离散时间函数形式为 

1
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=

′= ∑              (6) 

对 i(t)和 u(t)的离散时间序列按以下形式分别

构成(N−L+1)×L 阶采样阵 I 和 U： 
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由文献[13]可知，这 2 个矩阵可以写成： 

1 2=I Z PZ                (9) 

1 2′=U Z P Z               (10) 
其中： 
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2 2 21 1 2 1 2 1 2 1diag( , , , , , , , )q q q Mp p p p p p− − +=P K K  (13) 

2 2 21 1 2 1 2 1 2 1diag( , , , , , , , )q q q Mp p p p p p− − +′ ′ ′ ′ ′ ′ ′=P K K  (14) 

式中 1p′为 1p′的共轭。 
将 I 的伪逆[23]左乘至 U，得： 

2 1 1 2 2 2
+ + − + + −′ ′= =I U Z P Z Z P Z Z P P Z     (15) 

式中[⋅]+为矩阵的 Moore-Penrose 广义逆(即伪逆)。 
结合式(13)、(14)和(15)可知： 
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由式(16)可看出，通过求解方阵 I+U 的特征根，

就可以得到信号 i(t)与 u(t)中各个分量的复幅值  
之比。 
1.2  工频相量计算 

首先，令 i(t)为输入信号，并假定 i(t)中包含工

频分量。 
然后，设定参考信号 u(t)。由 1.1 中分析可知，

u(t)与 i(t)具有相同的频率分量及对应的衰减因子，

仅幅值和相位不同。令 u(t)中工频分量复幅值为 1，
其他分量的复幅值均为 0，并设式(3)和(6)中前 2 个

指数分量代表工频，即 
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将式(17)带入式(16)，可得 

1 1

1 1diag( , ,0, ,0)
p p

− ′ =P P L          (18) 

因此，通过计算方阵 I+U 的特征根，即可得到

输入信号中的工频相量 p1 和 p2。 
1.3  I+U 阵特征根的降阶计算 
1.3.1  非满秩矩阵 I+U 的 QR 分解。 

由 1.2 节分析可知，L 阶方阵 I+U 仅有 2 个非

零特征根 1/p1 和 1/p2，为了得到它们，一般需要计

算出方阵 I+U 的全部特征根。求特征根的运算量一

般比较大，结合矩阵 I+U 的特点，本文提出一个降

阶算法：对高阶方阵 I+U 进行矩阵变换，获得一个

2 阶方阵，使其包含待求的相量信息。从而，求解

2 阶方阵的特征根就可以得到所需的相量信息，简

化了计算。具体步骤如下。 
记 A=I+U，结合 1.2 节介绍的信号模型及采样

阵的构造形式，易知：A 的秩为 2；A 的前 2 列为

非零向量，且它们线性无关。 
下文证明非满秩矩阵 A 可分解为 A=QR，其中

Q 为正交阵，R 具有如下形式： 

1 2

0
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= ⎢ ⎥
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R

E
             (19) 

式中：R1 为 2×2 的上三角矩阵；R2 为 2×(L−2)的满

阵；E 为(L−2)阶方阵。记 R 中第 i 行第 j 列元素    
为 rij。 
证明： 

由 Householder 变换可知，欲将一个 n 维列向

量 x=[x1,x2,…,xn]T 的第 1 个元素后面的所有元素变

换为 0，可取 n 维 Householder 向量为 

1

1

λ
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式中 e1=[1,0,…,0]T且与 x 维数相同，λ的取值为 

1

1
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λ
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从而构造 Householder 变换阵 H： 
T2= −H E uu         (22) 

 使以下式子成立 

1=Hx x e               (23) 

故分解的具体步骤如下： 
1）对 A 的第 1 列进行变换。记 A=[β1, β2,…,βL]，

令 x=β1，由式(20)可得向量 u。令 u1=u，再由式(22)
得 H1： 

T
1 1 12= −H E u u              (24) 

式中 E 为 L 阶单位阵。 
用 H1 左乘矩阵 A 得到： 

(1) (1) (1)
1 1 1 2[ , , , ]L= =A H A Kβ β β         (25) 

故 (1)
1β 中仅有第 1 个元素非零，等于 2 1/2

,1
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( )
L

k
k

β
=
∑ ， 

其他元素均为零。 
2）对 A1 的第 2 列进行变换。令 (1)

2,2[ ,β=x  
(1) (1)
3,2 ,2, , ]Lβ βK T，同理由式(20)得到 L−1 维向量 u， 

再令 u2=[0,u T]T，从而得到变换矩阵 H2： 
T

2 2 22= −H E u u               (26) 

用 H2 左乘矩阵 A1 得到： 
(2) (2) (2)

2 2 1 1 2[ , , , ]L= =A H A Kβ β β        (27) 

易知 (2) (1)
1 1=β β ；第 2 列满足 (2) (1)

2,1 2,1β β= ， (2)
2,2β =  

(1) 2 1/2
,2

2
[ ( ) ]

n

k
k

β
=
∑ ， (2)

,2 0kβ = ，k=3,4,…,L。 

由 A 的秩为 2 可得矩阵 H2H1A 的秩也为 2。故
从矩阵 H2H1A 的第 3 列到第 L 列，仿照第 2 列的

步骤做 Householder 变换，使得每列变换后的第 1
个元素保持不变，第 2 个元素为一个非零值，该列

其他元素均为 0。 
因此，共经过 L 次 Householder 变换后，可将

矩阵 A 变换为形如 R 的矩阵，即 

1 2 1n n− =H H H H A RL            (28) 

记 H=HnHn−1...H2H1，则所求正交阵 Q=HT。 
1.3.2  R 阵的分解 

可将 1.3.1 中得到的 R 阵分解为 ′=R RΛ 。其

中Λ和 ′R 具有如下形式： 

1

2
0

0

v
v

⎡ ⎤
⎢ ⎥
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              (30) 

式中： 1′R 为 2×2 的单位上三角矩阵； 2′R 为 2×(L−2)
的满阵；E 为(L−2)阶方阵。记 ′R 中第 i 行第 j 列元

素为 bij。 
利用矩阵乘法，可求得Λ和 ′R 中各元素的值： 
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由此可知，由 R 可求得唯一的ΛR′分解。 
1.3.3  相似变换 

利用 1.3.2 节中得到的上三角单位阵 R′对 A 进

行相似变换，得到 A′，即 
1 1 1− − −′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= = = =A R AR R QRR R Q R R R QΛ Λ   (32) 

由Λ的形式可知，A′=R′QΛ具有如下形式： 
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          (33) 

即 A′仅有前 2 列可以为非零元。并且由相似变

换的性质可知，A′与 A 具有相同的特征根，于是求

A 的特征根问题等价于求 A′的特征根。 
注意：式(32)中的 R′−1 可用分块矩阵的求逆运算得

到，这样可以降低运算量。此处给出结果： 
将 R′按如下形式进行分块 

2 2 2 ( 2)

( 2) ( 2)0
L

L L

× × −

− × −
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′ = ⎢ ⎥
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则 R′−1 为 
1 1

2 2 2 2 2 ( 2)1

( 2) ( 2)0
L

L L

− −
× × × −−

− × −

⎡ ⎤−
′ = ⎢ ⎥
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X X X
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E
      (35) 

1.3.4  2 阶方阵的确定 
取 A′的顺序 2 阶主子矩阵，并记为 D，则方阵

D 的特征根即为 A′的 2 个非零特征根。 
证明：由特征根的定义，L 阶方阵 A′和 2 阶方阵 D
的特征方程分别为 

2 2
11 22 11 22 12 21[ ( ) ] 0nc c c c c cλ λ λ −− + + − =    (36) 

2
11 22 11 22 12 21( ) 0c c c c c cλ λ− + + − =     (37) 

对比式(36)和(37)即得证。 
设式(37)的 2 个根为λ1 和λ2，结合式(18)可得：

工频相量 p1和 p2 分别等于 1/λ1 和 1/λ2。 
1.3.5  降阶小结 

本节中，利用矩阵分解得到式(30)所示的单位

上三角矩阵 R′，并按照式(32)对高阶方阵 I+U 进行

相似变换，然后得到一个 2 阶方阵 D，使其具有待

求特征根。 
1.3.1 与 1.3.2 节中矩阵分解的计算量很小，而

1.3.3 节中做相似变换时需要求 R′阵逆，也被转化

为求一个 2 阶矩阵 D 的逆，如式(34)和(35)所示，

计算量也不大。因此，本节提出的降阶算法有效地

降低了运算量。 

2  仿真验证 

2.1  各种谐波和衰减非周期分量的影响 
2.1.1  整次谐波的影响 

在 Matlab 中实现本文提出的快速提取(fast 
extraction，FE)算法。本节首先利用 FE 算法对含整

次谐波、非整次谐波和直流衰减分量的信号进行测

量，验证 FE 算法的正确性。然后，通过仿真观察

数据窗长和采样频率对 FE 算法的影响。最后，与

常用的傅氏算法和 LS 算法进行对比，总结 FE 算法

的性能。 
本节中，若无特殊说明，所有仿真的采样频率

取 10 kHz，数据窗取半个周波，测量误差取 0~   
0.04 s 内连续测量中的最大误差。 

设输入信号表达式为 

1 0 0

0

( ) 100cos( ) 20cos(2 / 3)
           10cos(3 / 4)
i t t t

t
ω ω
ω

= + + π +

+ π  

式中取ω0=2πf0，f0=50 Hz。测量结果如图 1 所示。 
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图 1  对含整次谐波信号进行滑窗测量的结果 

Fig. 1  Sliding window analysis when measuring 
signal with integral harmonics 

由图 1 可以看出，用 FE 算法测量的结果准确、

稳定，不受整数次谐波的影响，最大幅值误差小于

4×10−9%，最大相位误差小于 2×10−9°。 
2.1.2  非整次谐波的影响 

设输入信号 

2 0 0

0

( ) 100cos( ) 20cos(1.6 / 3)
           10cos(3.35 / 4)
i t t t

t
ω ω

ω
= + + π +

+ π
 

仿真结果(与图 1 几乎一样，故略)表明，测量

结果准确、稳定，最大幅值误差小于 8×10−9%，最

大相位误差小于 3×10−9°。这表明 FE 算法不受非整

次谐波分量的影响。 
2.1.3  衰减非周期分量的影响 

设输入信号 
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3 0 0

0 0
/

( ) 100cos( ) 20cos(1.6 / 3)
          20cos(2 / 4) 10cos(3.35

          / 3) e t

i t t t
t t

A τ

ω ω
ω ω

−

= + + π +

+ π + +

π +  
令 A 和τ取不同的值，测量结果如表 1 所示，

在不同时间常数和衰减初始幅值下，相量提取的最

大幅值误差不超过 0.1%，最大相位误差不超过

0.1°。故 FE 算法会受到衰减非周期分量的影响，但

影响很小。 

表 1  含不同时间常数和衰减初始幅值的 
直流分量时的测量结果 

Tab. 1  Calculation results of signals with different DC 
damping constants and initial magnitudes 

A τ/ms emag/% eang/(°) 

50 0.100 0.053 

100 0.068 0.053 5 

200 0.060 0.037 

50 0.051 0.031 

100 0.046 0.026 10 

200 0.053 0.040 

50 0.059 0.036 

100 0.049 0.023 20 

200 0.039 0.024 

2.1.4  衰减余弦分量的影响 
设输入信号 

/
4 0 0

0 0

( ) 100cos( ) e [cos(1.6 /3)
         cos(2 /4) cos(3.35 /3)]

ti t t A t
t t

τω ω
ω ω

−= + +π +

+π + +π
 

按 2.1.3 节取不同的 A 和τ，经仿真可以得到在

不同时间常数和衰减初始幅值下，相量提取的最大

幅值误差不超过 0.002%，最大相位误差不超过

0.002°。故 FE 算法会受到衰减余弦分量的影响很小。 
2.2  数据窗长的影响 

对信号 i3(t)，取 A=10，τ=100，令数据窗从 9 ms
到 20 ms 变化，测量结果如表 2 所示。由表 2 可以

看出：数据窗长为基波周期的非整数倍时，计算结

果依然很精确；随着数据窗的增长，测量算法的抗 

表 2  不同数据窗长时的测量结果 
Tab. 2  Calculation results of the signal using 

different lengths of the data window 

数据窗长/ms emag/% eang/(°) 

9 0.325 0.271 

10 0.046 0.026 

12 0.002 0.001 

15 0 0 

18 0 0 

20 0 0 

噪声能力逐渐增强，测量结果越精确。 
因为采样频率一定时，数据窗越长，采样点数

就越多，从而采样点包含信号中的平稳分量所占的

比例越大，故信号估计的精度就越高。 
2.3  采样频率的影响 

对 2.2 节中的信号，数据窗取 10 ms，采样频率

分别取为 2、4 和 10 kHz，测量结果如表 3 所示。

由表 3 可以看出：采样率为 2 kHz 时，精度相对较

差；采样率提高至 4 kHz 时，精度有提高；采样率

提高至 10 kHz 时，精度最好。故随着采样率的提高，

精度也会更高。 

表 3  不同采样频率时的测量结果 
Tab. 3  Calculation results of 

the signal using different sampling rate 

采样频率/kHz emag/% eang/(°) 

2 0.254 0.115 

4 0.046 0.042 

10 0.046 0.026 

2.4  与其他算法对比 
2.4.1  滤除各类谐波、衰减非周期分量的性能对比 

本小节中，将对比 FE 算法与常用的傅氏算法、

LS 算法的性能。 
对于傅氏算法，当时间窗为一个周波时，用全

周傅氏算法来计算；当时间窗为半个周波时，用半

周傅氏算法来计算。这里统称傅氏算法。 
对于 LS 算法，函数模型选为工频分量、小于

5 次的各整数次谐波分量及非周期分量的组合[24]。 
取采样频率为 10 kHz，数据窗长为一个周波，

用傅氏算法、LS 算法和 FE 算法在 40 ms 内分别连

续测量信号 i1(t)、i2(t)、i3(t) 和 i4(t)，测量结果与真

值的最大误差如表 4 所示。 

表 4  数据窗为一个周波时与其他算法的性能对比 
Tab. 4  Error comparison to other methods when 

the data window is one cycle 

i1(t) i2(t) i3(t) i4(t) 
算法

emag/% eang/(°) emag /% eang/(°) emag/% eang/(°) emag/% eang/(°)

傅氏 0 0 13.738  7.906 14.056  7.894 14.588  7.633

LS 0 0 26.479 40.842 26.862 42.604 26.122 43.254

FE 0 0 0 0 0 0 0 0 

2.4.2  短数据窗时的性能对比 
取数据窗长为半个周波，重复 2.4.1 节中的测

量，测量结果与真值的最大误差如表 5 所示。 
对于傅氏算法和 LS 算法，通过表 4、5 可以看

出：若输入信号中仅含有整数次谐波，这 2 种算法 
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表 5  数据窗为半个周波时与其他算法的性能对比 
Tab. 5  Error comparison to other methods when 

the data window is half-cycle 

i1(t) i2(t) i3(t) i4(t) 
算法 

emag/% eang/(°) emag/% eang/(°) emag/% eang/(°) emag/% eang/(°)

傅氏 0 0 20.443 12.749 37.739 15.961 15.383  7.108

LS 0 0 48.041 82.217 51.046 83.880 29.136 61.035

FE 0 0 0 0 0.046 0.026 0 0 

提取的工频相量没有误差；若输入信号中含有非整

数次谐波或非周期衰减分量，这 2 种算法均会有很

大的误差；当数据窗变短时，它们的误差会更大。 
对于 FE 算法，通过表 4 和表 5 可以看出：各

类谐波及非周期衰减对测量结果几乎没有影响。用

FE 算法对含各种谐波和衰减直流分量的信号进行

测量时，不但能保证很高的精度，而且当时间窗变

短时，测量结果依然精确、稳定。 
2.5  EMTP 仿真验证 

在 EMTP 上搭建输电线路仿真模型，系统结构

及参数与文献[21]中 110 kV 系统相同。设 0.2 s 时在

距线路 m 端 25 km 处发生 A 相接地故障，过渡电阻

取 10 Ω，采样率取 4 kHz，数据窗取 10 ms，在 0.2 s
到 0.24 s 内对电流进行滑窗分析，并与传统傅氏算

法、LS 算法对比，测量结果如图 2 所示。 

t/s 

电
流

/A
 

0.20 0.21 0.240.22 0.23 

3 400 

3 350 

3 300 

3 250 

傅氏 

LS 
FE 

 
图 2  单相接地故障时各种算法的测量结果 

Fig. 2  Calculation results using different methods when 
single-phase to earth fault 

由图 2 可以看出，当发生单相接地故障时，用

傅氏算法或 LS 算法提取电流中工频分量幅值的误

差较大。而 FE 算法的测量结果始终保持准确、稳定。 

3  结论 

本文提出了一种快速测量工频相量的方法，该

方法具有以下特点： 
1）将求高阶矩阵特征根的问题转化为求 2 阶

矩阵特征根，计算量小。 
2）工频相量的测量结果不受整次和非整次谐

波的影响，受衰减直流分量的影响很小。 
3）计算所使用数据窗越长，采样率越高，测

量结果就越准确。 
4）与其他算法相比，本文算法在较短的数据

窗内仍可准确地计算出工频相量的幅值和相位。 
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