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ABSTRACT: Aiming at the inseparable problem of the 
augmented Lagrangian function of decomposition-coordination 
model of reactive power optimization, on the basis of proximal 
center algorithm, a full decomposition proximal center 
algorithm which can make all steps separated for optimization 
problems which contain special equality constraints was 
proposed. The algorithm constructs smooth and decomposable 
Lagrangian function using proximal function and updates 
Lagrangian multipliers using optimal gradient. It can be used 
for decomposition and coordination of reactive power 
optimization of the whole network, which only needs to 
exchange the information of boundary nodes between adjacent 
sub-areas. Compared with the algorithms which update 
Lagrangian multipliers using dual gradient, it can choose the 
parameters used unambiguously and improve the computing 
speed significantly. The simulation shows the algorithm can 
realize decomposition and coordination of reactive power 
optimization of the whole network, and its computational 
efficiency is much higher than the decomposition and 
coordination algorithm based on auxiliary problem principle. 
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摘要：针对无功优化分解协调模型求解中增广拉格朗日函数

不可分的问题，在邻近中心算法基础上提出一种适用于特殊

等式约束优化问题、可实现所有步骤分解计算的全分邻近中

心算法。该算法通过邻近函数构造平滑同时可分的拉格朗日

函数，并通过最优梯度更新拉格朗日乘子，只需要在相邻分

区之间交换边界节点信息即可实现全网无功优化的分解协

调计算。与通过对偶梯度更新拉格朗日乘子的分解算法相

比，它不但可以直接确定计算所用参数，而且可以大大提高

收敛速度。算例结果表明，所提算法可以实现全网无功优化

的分解协调计算，并且其计算效率远高于基于辅助问题原理

的分解协调算法。 
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邻近中心算法 

0  引言 

无功优化对电力系统的经济安全运行至关重

要。电网是相互联系的整体，各分层分区控制中心

独立的无功优化不能求得全网最优解。集中式无功

优化能求得全网最优解，但随着电网规模的不断扩

大，其存在的计算机内存不足、计算速度慢和数据

传输瓶颈等问题愈发严重，无功优化分解协调算法

因此成为该领域的一个研究方向。上世纪末期就出

现的无功优化分解算法[1-2]需要全网信息用于协调

层的计算。近年来，文献[3-13]采用各种技术实现

了无功优化的分解计算，可以有效提高全网无功优

化的计算效率，都有各自的特点，不过也都存在一

定的局限，基于协同进化的智能优化算法[3-6]需要全

网信息用于适应度评估，外网等值方法[7-8]需要全网

信息求取初始的等值参数，基于矩阵结构的算法[9]

在计算中每个分区都要用到所有其它分区的信息，

上述算法由于需要全网信息或过多其它分区信息而

未能有效解决数据传输瓶颈问题；矩阵解耦方法[10]

的计算效率和结果受系统耦合程度影响；计算速度

很快的分解协调内点法[11]需要各分区都采用内点

法进行优化，而目前各控制中心都已安装电压无功

优化控制系统并且不一定采用内点法的现状使其不

易推广应用。文献[12-13]将辅助问题原理(auxiliary 
problem principle，APP)用于无功优化分解协调模型

求解，实现了分解协调无功优化，具有数据通信量

小以及各分区可自主选择优化算法等优点，该方法

也被广泛应用于电力系统其它领域[14-16]，但其提高
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的计算效率有限，有必要寻求一种更高效先进的无

功优化分解协调算法以满足电网规模不断扩大带

来的需求。 
本文将基于邻近中心算法，针对具有特殊等式

约束结构的无功优化分解协调模型，提出可实现所

有步骤分解计算的全分邻近中心算法。该算法可用

于无功优化分解协调模型求解，只需要在相邻分区

之间交换边界节点信息，可解决全网优化的计算速

度慢和数据传输瓶颈问题，不仅各控制中心可以自

主选择优化算法，还可以直接确定计算所用参数，

而且计算效率比基于辅助问题原理的分解协调算

法更高。 

1  全网无功优化的分解协调计算 

电力系统无功优化的目的是通过调节发电机

机端电压、有载调压变压器分接头位置和无功补偿

装置出力等来降低有功损耗，并保持电压水平最

好，其模型可简单描述为： 

 min ( )
fx

f
∈

 
X

x  (1) 

式中：x 为系统变量，包括控制变量和状态变量；

f (x)为系统有功损耗函数；X 

f 为由系统变量的等式

约束和不等式约束构成的可行域。 
基于文献[17]的电网分解思想，即在连接两个

区域的联络线间新增虚拟的无源节点后通过节点

复制并新增约束的方式将电网分解，文献[12]给出

了两分区无功优化分解协调模型。文献[13]在此基

础上给出了包含 Δ-变量的多分区无功优化分解协

调模型： 
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式中：n 为分区个数；i = 1,2,⋅⋅⋅, n；j = i + 1,⋅⋅⋅, n；xi

和 xbi分别为第 i 个分区的内部变量和边界变量；Xi
f

表示第 i 个分区变量(xi, xbi)的可行域；xbij 和 xbji 为

第 i 个与第 j 个分区间边界节点分别在两个分区内

注入有功、注入无功、电压幅值和电压相角构成的

向量(Pbij Qbij Ubij θ bij)T和(−Pbij −Qbij Ubij θ bij)T；ν
为维数与 xbij 对应一致的向量(0 0 0 1)T；Δδ i

和 Δδ j分别为第 i个分区与第 j个分区的平衡节点相

对于全网平衡节点的电压相角差。 
对于类似模型式(2)的带约束优化问题，可通过

经典拉格朗日松弛(classical Lagrangian relaxation，

CLR)或增广拉格朗日松弛(augmented Lagrangian 
relaxation，ALR)将其转化为鞍点问题进行求解。但

是，CLR 方法的收敛性较差，并且可能无法得到原

问题的最优解，因此常用 ALR 方法求解式(2)。然

而，ALR 方法引进的二次项是不可分的，从而存在

不能直接进行分解计算的问题。文献[12-13]利用

APP 解决 ALR 方法的不可分问题，采用 ALR 和

APP 相结合的方法实现全网无功优化的分解协调

计算，计算中通过对偶梯度更新拉格朗日乘子，但

对收敛性影响很大的罚参数和步长参数不易确定。 

2  全分邻近中心算法 

2.1  常规邻近中心算法 
邻近中心算法[18-19]通过邻近函数构造平滑同

时可分的拉格朗日函数，并在计算中通过最优梯度

更新拉格朗日乘子。以带约束可分解优化问题式(3)
为例： 
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式中：n 为子系统的个数；Xi
f表示变量 xi的可行域；

Ai为等式约束中变量 xi的系数矩阵。 
设 di(xi)是在 Xi

f 上的非负连续强凸函数，对应

的凸参数为 σ i，di(xi)也被称为邻近函数。能使邻近

函数取得最小值时变量 xi的值，被称为邻近函数的

中心。选择适当的邻近函数附加到 CLR 的拉格朗

日函数上，可得到一个新的拉格朗日函数及对应的

对偶函数： 
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式中：〈⋅,⋅〉 表示两个向量的内积；c 为正的平滑参数。 
文献[18]已证明，可分的 fd(λ )是连续可微的凹

函数，并且它的梯度 ∇fd(λ )是利普希茨连续的，对

应的利普希茨常数为 

 
2

1

|| ||1 n
i
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l
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式中 ||⋅|| 表示矩阵的欧式范数。由于 Xi
f是紧集，从

而可选定正的有限常数 Di满足： 

 max ( )
f
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∈
≥  
x X
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定义向量 u 和 v 作拉格朗日乘子 λ 计算过程   
中的中间变量，邻近中心算法的第 k 次迭代计算过

程为： 
1）根据式(8)并行计算 xi

k+1。 

 1 arg min { ( ) ( )},
f

i i

k k
i i i i ii if cd+

∈
=   + +

x X
x x xA xλ  (8) 

2）根据式(9)和(10)计算 ∇fd(λ 

k)及 fd(λ 

k)。 
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1
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n
k k

d i i
i

f +

=
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 1( ) ( , )k k k
df L += xλ λ  (10) 

3）根据式(11)和(12)计算 uk。 
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4）根据式(13)计算 vk。 
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5）根据式(14)计算 λ 

k+1。 
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基于估计序列理念，式(11)—(14)通过递归计算

3 个序列 uk、vk和 λ 

k来更新拉格朗日乘子。所求序

列满足如下关系： 

( 1)( 2) ( )
4

k
d

k k f+ +
≥u  

 2

0

1max { || || }( ),
2 2

k
t t

d
t

l t
f

=

+
 − + ∇ −∑

λ
λ λ λ λ  (15) 

式(11)是计算序列 uk的主要公式，可保证关系

式(15)在 k = 0 时成立；式(12)用于保证序列 uk的单

调性；式(13)和(14)可保证关系式(15)在任意迭代次

数 k > 0 时成立。与传统通过对偶梯度更新 λ的分解

算法相比，式(15)的成立能使该算法在收敛速度方

面有数量级上的改进[18-20]；而且该算法可以直接根

据对偶间隙的裕度 ε (本文取为 0.01)利用式(16)确
定平滑参数 c 的取值。 
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2.2  全分邻近中心算法 
常规邻近中心算法虽然实现了原问题的并行

分解计算，但不能对拉格朗日乘子 λ 

k+1 的计算进行

分解。本文针对与模型式(2)类似具有特殊等式约束

的优化问题，提出全分邻近中心算法，可同时实现

λ 

k+1 的分解计算。 
设式(3)等式约束中每一个等式仅含有不同子

系统的两个变量，则常规邻近中心算法拉格朗日函

数中第 i 个子系统变量 xi的系数矩阵Ai是高度稀疏

的。设 λ ij为第 i 个子系统与第 j 个子系统间等式约

束对应的拉格朗日乘子向量，λ i为所有与第 i 个子

系统有关的拉格朗日乘子构成的向量，即  λ  i  = 
T T T T T T

1 2 ( 1) ( 1)( )i i i i i i in− +λ λ λ λ λL L ，则有 

1

1 1 1 1
, [ ] ,

n n n n

i i ij ij i ji j i i i
i i j i i

−

= = = + =

= + =∑ ∑∑ ∑A x B x B x B xλ λ λ  (17) 

式中：Bij 和 Bji 为第 i 个子系统与第 j 个子系统间   
等式约束对应的系数矩阵；系数矩阵 B i  = 

T T T T T T
1 2 ( 1) ( 1)[ ]i i i i i i in− +B B B B BL L ，表示全分 

邻近中心算法拉格朗日函数中第 i 个子系统变量 xi

的系数矩阵。由于 〈 λ, Aixi 〉 = 〈 λ i, Bixi 〉，从而式(8)
等价于 

 1 arg min { ( ) ( )},
f

i i

k k
i i i i ii i if cd+

∈
=  + +

x X
x x xB xλ  (18) 

由于 λ 中所有元素都相互独立，根据 λ ij 与 λ 

的关系可将式(9)和(11)分别分解为 

 1 1( )k k k
dij ij ij i ji jf + +∇ = +B x B xλ  (19) 

2arg max { || || }( ),
2ij

k kk k
ij ij ijdij ij ij ij

lf=  − −∇ −u
λ
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根据 λ ij 与 λ i 的关系，可将式(19)、(20)分别整

合为 
T T T T T T
1 2 ( 1) ( 1)( )di d i d i d i i di i dinf f f f f f− +∇ = ∇ ∇ ∇ ∇ ∇L L  (21) 

2arg max { || || }( ),
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同理，同样可得： 
1 1( ) ( ) ( ), ( )k k kk k

di i i i i ii di if f cdf+ += + +∇x xλ λ λ  (23) 
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从而，全分邻近中心算法可对整个计算过程进
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行分解计算，在其第 k 次迭代计算过程中，首先根

据式(18)并行计算 xi
k+1，然后根据式(21)—(26)并行

计算 λ i
k+1。全分邻近中心算法只是针对特殊等式约

束情况下对常规邻近中心算法的等价变换，因此其

所用参数的取值与后者相同。 

3  采用全分邻近中心算法的分解协调无功

优化 

3.1  算法所用参数的确定 
模型式(2)的等式约束可整合为 

 
1

( )
n

i bi i i
i

δ
=

+ Δ =∑ A x 0ν  (27) 

式中： T T T T T T
1 2 ( 1) ( 1)( )bi bi bi bi i bi i bin− +=x x x x x xL L ；ν i 

为维数与 xbi一致的向量，其中与 xbi中电压相角对

应行的元素为 1，其它元素为 0；系数矩阵 Ai包含

(n2/2 − n/2) × (n − 1)个矩阵块，对于第 j( j = 1,2,⋅⋅⋅, n −1)
列的矩阵块，如果 j < i，则除该列中第( j − 1)(2n − j )/ 
2 + i − j 行的矩阵块为一个负的单位矩阵(阶数等于

第 j 个分区与第 i 个分区间联络线数的 4 倍)外，其

它行的矩阵块均为零矩阵，如果 j ≥ i，则除该列中

第(i − 1)(2n − i)/2 + j − i + 1 行的矩阵块为一个单位矩

阵(阶数等于第 i 个分区与第 j + 1 个分区间联络线   
数的 4 倍)外，其它行的矩阵块均为零矩阵。根据文

献[18-21]，邻近函数可选择为 

2
_0 _0

1( , ) ||( ) ( )||
2i bi i bi i i bi i id δ δ δΔ = + Δ − + Δx x xν ν  (28) 

式中：||⋅|| 表示向量的欧式范数；xbi_0 和 Δδ i_0 分别

为变量 xbi和 Δδ i的初始值，也是能使邻近函数取得

最小值时变量 xbi和 Δδ i的值。该邻近函数对应的凸

参数 σ i = 1，对应的正常数 Di 与边界节点的个数有

关。设每个边界节点在邻近函数中对应的欧式范数

不大于 0.1 pu，则平滑参数 c 的取值可确定为 

 

1

0.01 1
0.5 0.01 2n

i
i

c
N ND

ε

=

= = =
× × ×∑

 (29) 

式中 N 为所有分区之间联络线的总数。由于根据

Ai 的结构可知 || Ai ||2 = 1，从而不难得出 ∇fd(λ )对应

的利普希茨常数 l = n/c = N × n。 
3.2  分解协调无功优化的求解步骤 

采用全分邻近中心算法可实现全网无功优化

的分解协调计算。与式(3)相比，由于模型式(2)中包

含了 Δ-变量，并且等式约束只与每个分区的边界变

量有关，因此其求解公式与 2.2 节中的公式稍有不

同，只需用式(30)和(31)替换式(18)、用式(32)替 
换式(19)、用 1 1( , )k k

i bi id δ+ +Δx 替换式(23)和(24)中的 
di(xi

k+1)即可，式中，系数矩阵 Bi包含(n − 1) × (n − 1)
个矩阵块，对于第 j( j = 1,2,⋅⋅⋅, n − 1)列的矩阵块，如

果 j < i，则除该列中第 j 行的矩阵块为一个负的单

位矩阵(阶数等于第 j 个分区与第 i 个分区间联络线

数的 4 倍)外，其它行的矩阵块均为零矩阵，如果

j ≥ i，则除该列中第 j行的矩阵块为一个单位矩阵(阶
数等于第 i 个分区与第 j + 1 个分区间联络线数的 4
倍)外，其它行的矩阵块均为零矩阵。 

1 1

( , )
( , ) arg min { ( , ) ,

f
i bi i

k k k
i bi i i bi i i bif+ +

∈
 =  + +

x x X
x x x x B xλ  

2
_0 _0|| ( ) ( ) || }

2
k

bi i i bi i i
c δ δ+ Δ − + Δx xν ν  (30) 

1 arg min { , ( )
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2
k
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 1 1 1 1( ) ( ) ( )k k k k k
dij ij bij i bji jf δ δ+ + + +∇ = + Δ − + Δx xλ ν ν  (32) 

分解协调无功优化的求解步骤为： 
1）根据电网分区原则将电网分解为 n 个分区； 
2）各分区读取数据并初始化计算参数，同时

令 k = 0； 
3）各分区利用各自的优化算法根据式(30)、(31) 

计算 1k
i

+x 、 1k
bi

+x 和 1k
iδ +Δ ； 

4）所有分区计算完成后，相邻分区间交换边 
界节点数据 1 1k k

bij iδ+ ++ Δx v 与 1 1k k
bji jδ+ ++ Δx v ，然后各分 

区利用各自的优化算法根据式(21)—(26)计算 λ i
k+1； 

5）判断所有相邻分区的 1 1 1|| k k k
bij i bjiδ+ + ++ Δ − −x v x  

1 ||k
jδ +Δv 是否小于收敛阈值，如果是则停止迭代， 

否则令 k = k + 1，转至步骤 3）。 
该算法的通信协调模式与基于 APP 的分解协

调算法完全相同，都只需要在相邻分区之间交换经

Δ-变量修正后的边界节点信息。对于联络线总数为

N 的网络，电网分解后每条联络线对应需建立 4 个

(注入有功、注入无功、电压幅值和电压相角)等式

约束，新增的等式约束总数为 N × 4，每个等式约束

中包含 2 个变量。由于每次迭代过程中只需要在相

邻分区之间通信交换每个等式约束中的 2 个变量，

因此每次迭代过程的通信量为 N × 4 × 2 个浮点型   
数字。 
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4  算例分析 

4.1  IEEE 118 节点系统仿真计算 
本文选择 IEEE 118节点系统[22]4种不同的分区

情况和 IEEE 300 节点系统[22]作为仿真模型，分别

采用基于 APP 的分解协调算法和本文算法在不考

虑通信时间的情况下进行仿真计算。计算中，收敛

阈值都选为 0.01 pu；所有优化计算均采用粒子群优

化算法；APP 算法中用到的参数根据文献[13]选取：

c = α = 0.65，b = 2c = 1.3。本文采用 Microsoft Visual 
Studio 2005 编程，通过多线程技术实现各分区并行

计算，程序在一台 Xeon E5420/2.50GHz/4GB 计算

机上运行。 
IEEE 118节点系统 4种不同的分区情况和信息

分别如图 1 和表 1 所示。 
优化计算中，所有发电机节点的无功出力限值

取对应给定的值；所有负荷节点的电压限值取为

0.9~1.1 pu；容性无功补偿节点 5 和 37 的补偿电纳

在 −0.4~0 pu 范围内调节，步长取 0.05 pu；所有感

性无功补偿节点的补偿电纳在 0~0.3 pu 范围内调

节，步长取 0.02 pu；所有变压器变比在 0.9~1.1 pu
范围内调节，步长取 0.02 pu；所有发电机节点的电 
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图 1  4 种不同的分区情况 

Fig. 1  4 different division situations 

表 1  各种分区情况的信息 
Tab. 1  The information of the division situations 

系统情况 分区数/个 联络线数/条 各子分区节点数/个 总节点数/个

二分区 2 4 51,75 126 

三分区 3 7 39,41,52 132 

四分区 1 4 11 39,41,23,37 140 

四分区 2 4 13 41,33,23,47 144 

压在当前值 ±0.04 pu 范围内调节。将初始的离散控

制变量都按离原始给定值最近的离散点取值，系统

初始的有功损耗为 1.323 4 pu。 
对未分区的完整网络进行无功优化计算，可求

得优化网损为 1.236 8 pu，计算时间为 212 s。分别

采用基于 APP 的分解协调算法和本文算法对各种

分区情况进行无功优化计算，结果如表 2 所示。通

过表 2 可以看出： 

表 2  两种算法的计算结果对比 
Tab. 2  Contrast of calculation results of the two 

algorithms 

优化网损/pu 迭代次数/次 计算时间/s 提高效率/%
系统情况

APP 本文 APP 本文 APP 本文 APP 本文

二分区 1.237 7 1.237 7 11 6 175 97 17.5 54.2

三分区 1.236 8 1.236 8 18 9 146 75 31.1 64.6

四分区 1 1.236 8 1.236 8 29 14 119 58 43.9 72.6

四分区 2 1.238 4 1.239 8 32 15 144 69 32.1 67.5

1）两种算法的优化网损与不分区完整网络的

结果近似一致，说明它们都是正确有效的； 
2）由于分区后各分区网络规模减小并且是并

行计算，两种算法都大大减少了计算时间，提高了

计算效率； 
3）对于各种分区情况，迭代次数会因边界节

点个数的增多而增多，而每次迭代所需时间会因最

大分区网络规模的减小而减少，因此两种算法的计

算效率与分区情况有关； 
4）对于每一种分区情况，本文算法的迭代次

数都比基于 APP 的分解协调算法要少很多，从而提

高的计算效率要比后者高很多，这主要是因为二者

更新拉格朗日乘子的方式不同，前者用的是最优梯

度，而后者用的是对偶梯度。 
4.2  IEEE 300 节点系统仿真计算 

文献[22]提供的 IEEE 300节点系统数据包含有

分区信息。所划分的 4 个分区(2 个高中压输电网络，

1 个中压输电网络和 1 个中低压辐射状配电网络)
通过 11 条联络线连接，分区情况类似于我国目前

的电力系统分层分区控制情况。电网分解后各子分

区的节点个数分别为 133、83、70 和 36。 
系统初始的网损为 4.112 1 pu。优化计算中，除

所有无功补偿电纳以 0.5 pu 为步长在 −3~3 pu 范围

内调节外，其余参数都按 4.1 节中的方法取值。对

原始完整网络优化计算，计算时间为 5 136 s，优化

网损为 3.765 3 pu。表 3 给出了两种分解算法的优化 
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表 3  IEEE 300 节点系统的计算结果对比 
Tab. 3  Calculation results of IEEE 300-node system 

优化网损/pu 迭代次数/次 计算时间/s 提高效率/%
系统情况 

APP 本文 APP 本文 APP 本文 APP 本文

IEEE 300 节点系统 3.779 3.779 25 14 3 501 1 973 31.83 61.58

计算结果。可以看出，对于类似于我国目前电力系

统分层分区控制情况的 IEEE 300 节点系统分区仿

真模型，两种分解算法的优化解与原始完整网络的

结果差别很小，并且本文算法的计算效率比 APP
算法高很多，更适用于我国分层分区控制中心间的

协调无功优化控制。 
在迭代次数方面，虽然理论上本文算法比基于

APP 的分解协调算法有数量级上的改进，但是表 2
和 3 的结果中前者比后者只减少了 50%左右，这与

仿真中所有优化均采用粒子群算法有关。本文算法

在每次迭代中都含有多个优化计算的步骤，而所有

智能优化算法受种群初始化和算法自身寻优能力

影响都存在优化结果可能是次优解的不足，这造成

了本文仿真结果中实际本文算法比 APP 算法提高

的计算效率比理论值少、分解协调优化结果与完整

网络优化结果不完全一致。因此，在每次迭代需要

优化计算的步骤中采用更高效先进的优化算法还

可能会进一步提高本文算法的效率。分解协调内点

法[11]是目前计算速度最快的分解协调优化算法，主

要是因为它在每次迭代中都没有优化计算的步骤，

从而单次迭代计算速度很快。与分解协调内点法相

比，无论在每次迭代需要优化计算的步骤中采用现

有任何一种优化算法，本文算法的总体计算速度都

不会比前者快，但数据通信量更小并且各分区可自

主选择优化算法。 

5  结论 

本文提出了全分邻近中心算法，可实现全网无

功优化的分解协调计算，具有以下特点： 
1）可以大大减少全网无功优化的计算时间，

提高计算效率； 
2）仅需要在相邻分区之间交换边界节点信息，

通信数据量小，解决了数据传输瓶颈问题； 
3）各分区不需要其它分区的内部模型和数据，

并且可自主选择优化算法； 
4）所提算法的通信协调模式与基于 APP 的无

功优化分解协调算法完全相同，但前者可以直接确

定计算所用参数的取值，并且收敛速度更快、计算

效率更高。 
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