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生物学家对阿尔卑斯山脉的落叶松林区进行考察时，发

现有一种栖息在落叶松上的一种鳞翅目的蛾，对落叶松有极强

的破坏力，能使得落叶松在短时间内枯萎。这个种群的密度每

8～9年反复1次，而且在每个周期中种群数量的最大值与最小值

的比能达到10×105。当种群密度不断增加时，就会有大量的落

叶松被啃食，从而导致死亡。因此，人们为了防止这种情况的

频繁出现，想出了许多种控制落叶松食芽蛾种群密度的方法，

其中利用寄生蜂进行生物防治的方法，深受生物学家的喜欢
[1]。

Turchin采用寄生干扰的功能性反应代替线性功能性反应，

得到了如下模型[2]：

 

  

                      

其中：t为种群的世代数，Nt为宿主的第t代种群密度，Pt为

寄生物的第t代种群密度； 为宿主的繁殖力；a为寄生物的搜
寻效率常数；r0为宿主的内禀增长率；K为宿主的环境容纳量；

c为被寄生在单个宿主处存活的寄生卵的平均数；w表示寄生物

用于适应宿主所需的时间。文献[2]仅提出方程设想，未对系统动

力学行为进行详尽分析。之后还有生物数学家对此模型进行研

究，但都是进行了简单的数值模拟，并不能全面的说明模型的

特性[3]。

笔者将利用差分方程的相关知识系统地研究模型(1)的动力

学行为，应用文献[4-5]中的引理及相关定理讨论了解的有界性、

边界平衡点的稳定性、正平衡点的存在唯一性和稳定性。

1	 主要结果
1.1	 解的有界性   

1.1.1   定理1   模型(1)解是有界的。即 ，

有 ， 。

证明  因为a,w都为正实数，则 。

从而 

令 ， ，

得 。

当 时， ；当 时， 。 

由极值的充分条件可知，当 时，

。

再由比较原理有

故 ，有                           

 

再由(2)式得
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故 ，有 。

证毕。

 由定理1可知，

是模型(1)的正向不变集。

1.2	 非负平衡点稳定性分析   在区域 上模型(1)可变形为

 

其中    
模型(3)平衡点满足下列方程   

 

显然模型(3)存在1个灭绝平衡点 和1个边界平衡点

。

模型(3)的 矩阵为

                               

其中   
                

1.2.1   引理[5]   设A是1个2×2阶常数矩阵， 是局部渐近

稳定的当且仅当 ；若A有1个特征根的模大

于1，则 是不稳定的。

1 .2 .2    定理2     是模型 ( 3 )不稳定的平衡点。当

时， 是模型(3)局部渐近稳定的平衡

点；当 或 时， 是模型(3)不稳定平衡点。

证明：在 处，模型(3) 矩阵为

 
令 为 的2个特征根，则 。因为

，所以 。因由文献[8]知 总
是不稳定的。 

在 处，模型(3)的 矩阵为

 

的 2个特征根分别是 ， 。当

时， 2个 1个特征根的模小于 1可知

是局部渐近稳定的。

当 或 时， 至少有1个特征根的模大于1，

可 是不稳定的。证毕。

1.3	 正平衡点稳定性分析

1.3.1   定理3   当 ，且 时，
模型(3)存在唯一的正平衡点 。

证明 由(4)式可求得正平衡点 满足

                                    

做辅助函数

                 

在 内 有

令 求得 ，而
                 

当 时，有        
   

。可知

在 取得最大值。

在 内 有

则 在 上单增的。

若
 

即 ，则模型(3)存在唯一正平衡点 见

图1。

 

图1  模型(1)正平衡点唯一存在示意图
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 综上所述，当 ，

且当 时，

根据 性质及图1可知模型(3)存在唯一正平衡点

。证毕。

由（5）式及（6）式可以得出模型（3）在 处

矩阵为

 

可计算出

   

1.3.2   定理4   若  

且模型(1)满足下列条件之一，则 是模型(1)局部
渐近稳定点。

情形Ⅰ：当 ，

有 时；                                         

当 时，有 。

由引理知，故 是模型(1)局部渐近稳定的。

情形Ⅱ：当 ，  

当 时，有 。

由引理知， 是模型(1)局部渐近稳定的。

当 时，由（7）式有
 

当 或 至少有1个

特征根的模大于1，从而 是模型(1)不稳定点。证毕。
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